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1 Uvodni kursy logiky na rtiznych fakultich

Uvodni kursy logiky se vyskytuji ve studijnich programech rtiznych fakult.
Rozdélme tyto programy a fakulty na chvili na humanitni a matematicke, a
ignorujme tak pro ucely tohoto textu nazory, jakkoliv fundované a kvalifiko-
vané, ze matematika je humanitni védou také.

Povsimnéme si otazky, jakou roli na humanitnich fakultach kursy logiky
hraji a jaky by mél byt jejich obsah. Jeden z duvodi, proc¢ se logika uci, je
urcité tradice: byly doby, kdy hranice mezi filozofii, jinymi spole¢enskymi veé-
dami a matematikou byly nezfetelné a vyznamni filozofové byli soucasné také
vyznamnymi matematiky nebo logiky. I dnes se soudi, ze filozof by mél znat
logiku a jeji historii. Druhy divod lze oznaclit jako pragmaticky. Lingvisté,
psychologové, sociologové nebo pravnici pouzivaji logiku v tom smyslu, ze
vytvareji pojmy a alespon Cast jejich prace, kromé tieba experimentti, zpra-
covani dat a Setfeni rizného druhu, tvori i deduktivni usuzovani. V téchto
i jingch oborech se mohou uplatnit matematické metody a pocitacové zpra-
covani dat. A pokud odbornici téchto obori sestavuji ¢i upravuji studijni
programy, lze od nich obcas slySet, ze potfebuji kursy logiky, aby jejich stu-
denti “uméli logicky myslet”. A nijak pfitom nepochybuji o tom, Ze logikové
dobie védi, jak se pii vyuce logického mysleni ma postupovat.

Odpovédi na otézky, jak nelogiky (na)uéit logicky myslet a co by mélo byt
cilem a obsahem kursu logiky pro nelogiky, pfitom viibec nejsou jednoduché.
Logik, zejména s matematickym vzdélanim, ma casto pomérné jasnou pted-
stavu o obsahu tivodniho kursu: syntax a sémantika klasické vyrokové logiky,
syntax a sémantika klasické predikatové logiky, véty o korektnosti a tplnosti.
S touto predstavou ale nelze vystaéit, nebot pojmy jako korektnost, iplnost a
rozhodnutelnost jsou pro studenty humanitnich obori, ktefi nemaji zkusenost
s dokazovanim v matematice, prili§ ndrocné. Na druhé strané, pravdivostni
hodnoty a pravdivostni tabulky logickych spojek sice zvladne kazdy, avSak

*Tento ¢lanek je soucasti vyzkumného zaméru MSM 0021620839 Metody moderni ma-
tematiky.
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nemélo by to byt to jediné, co si student z kursu odnese. Pokud si absolvent
za nékolik let po opusténi vysoké skoly vzpomene pouze na to, Ze v logice se
pracné vyplniovaly pravdivostni tabulky nenazornych formuli, coz se stava,
neni to optimalni vysledek pedagogické prace.

Vyuka logiky na matematickych fakultiach neni vlastné predmétem tohoto
textu. Chci se ale zminit o tom, Ze ma také sva tskali. Student matematiky
mé zkuSenost s matematickymi dikazy a dovede tudiz ocenit korektnost a
uplnost kalkuld, a rozumi tomu, Ze jednim z motivi pro konstruovani kal-
kultt je moznost algoritmického zpracovani dikazii. AvSak z vyuky nékterych
kurst si udélal predstavu o “logickém usporadani” matematiky: v matema-
tické analyze se mohou uplatnit védomosti z topologie a algebry, a tyto dvé
discipliny tak analyzu “logicky pfedchézeji”. Teorie mnozin logicky predchazi
vétSinu ostatni matematiky. Pfi takovychto tvahach o vzajemné zavislosti
matematickych disciplin mize student dospét k zavértum, ze logika predchéazi
veskerou ostatni matematiku v tom smyslu, Ze bez ni bychom si nebyli jisti,
jestli diikaz, ktery ¢teme nebo piSeme, je spravné napsanym dikazem, a Ze
logika je jakymsi arbitrem, ktery matematikovi mtize garantovat, ze uvazuje
spravné. Takovyto zavér o roli logiky v matematice se ve své pedagogické
préci snazim rozptylovat, nebot si spolu s G. Kreiselem [1] myslim, Ze logika
neni hygienou matematiky. Matematikové dovedou poznat spravné napsany
dtkaz i v pripadé, ze logiku nestudovali.

Tak jako se matematikové naucili logicky myslet mimo kursy logiky, do-
mnivam se, Ze i na humanitnich fakultach mize byt vhodnéjsi ucit studenty
logicky myslet nikoliv na logice samotné, ale na vhodné a opatrné zvolené
matematice. Pfitom dojde celkem pfirozené na to, co by si student mél do
pozdéjsiho zivota odnést, naptiklad formalizovany zapis tvrzeni a podminek,
vytvateni pojmt, a uvazovani z predpokladi, o kterych neni znamo, jestli
jsou pravdivé. A na vyznam logickych spojek a kvantifikdtoru. Logikou bez
logickych pojmi je tedy v tomto textu minéna vyuka, kde na logiku dojde,
ale nemusi dojit na naro¢néjsi pojmy, jako jsou jiz zminénd uplnost ¢i rozhod-
nutelnost, nebo treba kompaktnost. K tezi, Ze logiku je mozné nebo i vhodné
ulit na opatrné zvolené matematice, bude v dalsim textu nabidnuto nékolik
prikladt. Nékteré se jiz vyskytly v ¢lanku [2].

2 Proc¢se (—1)-(—1) rovna 1?

Otézka, jestli v oboru napiiklad celych ¢isel rovnost (—1)-(—1) = 1 platit m&
nebo dokonce musi, a pokud musi, pak pro¢, jisté béhem skolnich let napadla
nejednoho z nas. Ukazme si dukaz, Ze tato rovnost plati. Tento dikaz zaroven
zahrnuje urc¢itou pojmovou analyzu. Je totiz tfeba si také uvédomit, jakou
dtilezitou vlastnost ma ¢islo 1 a co myslime ¢islem —1 nebo obecné ¢islem —x
pro ¢islo x.

1. Cislem opacnym k Cislu x myslime Cislo y takové, ze y + x = 0.
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2. Cislo opa¢né k &islu z je uréeno jednozna&né, jsme tedy opravnéni znadit
je —x.
Opravdu, predpoklddejme, Ze y; a yo jsou dvé Cisla opac¢nd k =z, tj. Ze
souCasné plati y1 +x =0iys +x=0. Pak y1 =0+ y1 =y2o +z +y1 =
y2 + 0 = yo, takZe y; a y2 nejsou navzajem rizna.
3. Pro libovolné z plati (—1) -2 = —=.
Tvrdi se zde, Ze (—1) - = je &islo opaéné k . Abychom to ovéfili, musime
dle bodu 1 vy3e zdivodnit, Zze (—1) - = + x = 0. A to opravdu plati, nebot
() z4+z=(-1)-z4+1-2=((-1)+1)-2 =0-2 = 0, pficemz
v predposledni rovnosti byl pouzit fakt, ze —1+1 = 0, nebot —1 znaci ¢islo
opacné k 1.
4. V bodu 3 bylo pouzito tvrzeni, ze 0 - x je vzdy 0.
To je v pofddku, nebot plati0+0-2=0-z2=(0+0)-2=0-2+0- .
Pfi¢teni &isla —(0 - =) k ob&ma strandm rovnosti 0+0-x =0-x+0-z d3
0=0-=x.
5. Bod 3 aplikovdn na x = —1 déva (—1) - (—1) = —(—1). OvSem opaéné
Cislo k —1 je 1, nebot 1 je ono dislo, jehoz pric¢teni k —1 da 0.
Uvedeny dtikaz je ur¢itym kompromisem mezi pochopitelnosti a prehlednosti
na jedné strané a uplnosti na strané druhé. Zcela kompletni neni v tom
smyslu, ze v ném bez blizstho upozornéni byly pouzity vice nebo méné sa-
moziejmé piedpoklady. Naptiklad v bodu 2 byla dvakrat pouzita rovnost
v+ 0 = v: jednou na v = y;, pak na v = yo. O pouziti a vyhledavani skrytych
predpokladi bude v dalsim textu jesté fec.

3 Deélitelnost a prvocisla

O délitelnosti se ve skolské matematice obvykle uvazuje v oboru pfirozenych
¢isel. Uvazujme o ni ale radéji v oboru cisel celych. V tomto oboru budou
totiz nékteré tvahy logicky ¢istsi, a navic, az dojde na vyhledavani skry-
tych predpokladti, zjistime, Ze nékteré z nich jsou tytéz, které byly skryté i
v dtikazu rovnosti (—1) - (—1) = 1.

Definujme tedy, Ze ¢islo x je délitel ¢isla y nebo Ze = déli y (nebo ze y
je délitelné ¢islem x), jestlize Jv(v - & = y), tj. jestlize ¢islo z 1ze vynésobit
vhodnym ¢islem v tak, aby vysledek byl y. Déliteli napriklad ¢isla 6 jsou tak
¢isla 1, 2, 3 a 6 a také ¢isla —1, —2, —3 a —6. Fakt, ze Cislo z je délitelem
¢isla y, znaéime x | y. Z nasich tvah nijak nevylu¢ujeme ¢islo 0. Kazdé ¢islo =
lze néjakym cislem, totiz nulou, vynésobit tak, aby vysledek byl 0. Tim je
zduvodnéno, Ze kazdé ¢islo je délitelem nuly; tento fakt nepokladame za ne-
prirozeny. Snadno 1ze zdavodnit, ze naopak 1 déli z pro kazdé = a ze kdyz
x déli y a y déli z, musi = délit z. Tyto dva fakty lze zapsat symbolicky:
Ve(l | z) a VaVyVz(x |y & y | 2 — x| 2). Symbolické zapisy jsou ovSem
vybornou prilezitosti vysvétlit logické symboly v nich se vyskytujici, tj. lo-
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gické spojky (konjunkce & , kterou ¢teme “a”, a implikace — , kterou ¢teme
“kdyz, pak”) a kvantifikdtory (univerzalni V, ktery ¢teme “pro vSechna”, a
vysSe se vyskytnuvsi existencni 3, ktery ¢éteme “existuje”).

Kazdé cislo x je délitelné ¢isly 1, —1, x a —x. Tato ¢isla povazujeme
za triviadlni délitele ¢isla x. Definici trividlniho délitele ale radéji vyslovme
trochu jinak: trividlni délitel cisla x je kazdy délitel ¢isla 1, a také kazdy
takovy délitel Cisla z, ktery je soucasné délitelny ¢islem x. Napiiklad cislo 6
ma dva trividlni délitele 1 a —1, ktefi jsou déliteli ¢isla 1, dalsi dva trividlni
délitele 6 a —6 délitelné Sesti, a Ctyfi netrivialni délitele 2, —2, 3 a —3.

MozZnost formulovat definici trividlniho délitele pouze pomoci délitelnosti
a vyhnout se pojmu opac¢né ¢islo, ktery se vyskytuje v (ndmi nepfijaté) de-
finici vyjmenovavajici ¢isla 1, —1, z a —x jako trividlni délitele, je vybornou
prilezitosti demonstrovat dilezitou okolnost. V logice se sice ¢asto zabyvame
dokazatelnosti a otazkou, zda to a to tvrzeni je dokazatelné z danjych pred-
pokladi, ale také se zabyvame otazkami, jak to a to vyslovit s uzitim jen
urcitych prostiedkd a zda takové a takové jazykové prostredky jsou dosta-
tecné pro urcity ucel.

Po délitelnosti a trividlnich délitelich se zabyvejme pojmem prvocislo.
Protoze ale chceme zkoumat dvé rtzné definice a uvazovat, zda definuji to-
téz, definujme docasné dva riizné pojmy, ireducibilni &slo a prvoéislo. Cislo
je ireducibilni, jestlize neni 0 ani délitel jednicky a ma pouze trividlni délitele.
Cislo z je prvocislo, jestlize neni 0 ani délitel jednicky, a navic spliiuje pod-
minku Vav¥b(z | a-b — x| a V x| b), tj. spliiuje podminku, ze kdykoliv déli
soucin dvou ¢isel, déli i nékteré z nich. Napriklad ¢islo —1 neni ireducibilnim
¢islem ani prvoéislem, nebot je délitelem jednicky. Cislo 6 neni prvoéislem,
nebof napiiklad déli soucin 8 - 3, avSak neni délitelem zadného z ¢isel 8 a 3.
Cislo 6 ovsem neni ani ireducibilni, nebot ma, jak jiz bylo konstatovano, né-
kolik netrividlnich délitelt, napiiklad dvojku. Cislo 3 je ireducibilni, nebot
splituje podminku, Ze neni nulou ani délitelem jednicky, a z jeho Ctyt deli-
teltt jsou vSechny bud déliteli jednicky, nebo jsou délitelné tfemi. Ponckud
obtiznéjsi je dikaz, ze 3 je prvocislo:

UvaZujme a a b takova, Ze 3 | a - b. Mame zdGvodnit, Ze 3 | a nebo 3 | b.
Predpokladejme tedy, Ze trojka neni délitelem Cisel a ani b, a zdivodnime,
ze neni délitelem soucinu a - b. Pokud 3 nedéli a, déleni Cisla a tfemi da
zbytek jiny nez 0, tj. da zbytek 1 nebo 2. Cislo @ ma tedy tvar 3u + 1
nebo 3u + 2. Ze stejného divodu b ma tvar 3v + 1 nebo 3v + 2. Pokud
a=3u+1lab=3v+1, paka-bje (3u+1)-(3v+1) = Quv+3u+3v+1 =
3(3uv + u +v) + 1, tedy &islo, jehoZz déleni tfemi d4 zbytek 1. Podobné,
kdyza =3u+1ab=3v+2, Cisloa-bda zbytek 2 pfi déleni tfemi.
Také ve zbyvajicich dvou pfipadech, kdy a = 3u + 2 a pfitom b = 3v + 1
nebo b = 3v + 2, déleni a - b tfemi da zbytek 2 resp. 1. Cislo a - b tedy
opravdu délitelné tfemi neni.
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Podobné bychom mohli ovérit, ze i 5 je prvocislo, jen pripadi, které je treba
probrat, by bylo vice. A v pfipadé ¢isel 7 nebo 11 by jich bylo jesté vice,
kdezto v pripadé ¢isla 2 by jich naopak bylo méné. Dikaz, ze 2 je prvocislo,
se vlastné redukuje na ovéreni, ze soucin dvou lichych ¢isel je lichy.

Nyni jsme pfipraveni uvazovat o tom, zda ireducibilni ¢isla jsou taz Cisla
jako prvocisla.

Véta 1 KazZdé prvocislo je ireducibilni.

Diikaz Necht z je prvodislo. Cislo z tedy spliiuje podminku, Ze neni 0 ani délitel
jednicky, a k dikazu, ze x je ireducibilni, zbyva ovéfit, Ze x nemad netrividlni
délitele. Necht tedy u je libovolny délitel &isla 2. Podminka u | 2 podle definice
znamena, Ze existuje v takové, Ze u-v = x. ProtoZze x | z, tj. x | u-v, z faktu, Ze
x je prvolislo, mame z | u nebo x | v. Proberme oba pfipady. Kdyz x | u, jsme
hotovi, u je délitel Cisla x délitelny Cislem z, tedy je to trividlni délitel. Zabyvejme
se pfipadem z | v. V tomto pfipadé existuje z takové, ze -z = v. Z toho a
Zu-v=x mame u-x-z=x. ProtoZze z neni nula, mdme v -z = 1. Tim jsme
hotovi, u je opét trividlni délitel Cisla x, nebot je to délitel jednicky. n

Pfed tivahami, zda kazdé ireducibilni ¢islo je prvocislo, nejprve uvedme
nebo pfipomenme, co tvrdi Bezoutova véta. Vezméme celd Cisla x = 21 a
y = 15. Uvazujme o &islech tvaru = - u + y - v pro ménici se (celd) u a v.

Zvolime-li napiiklad u = —1 a v = —1, ¢islo x - u + y - v = —36 neni pro nase
ucely nijak pozoruhodné. AvSak zvolime-li napfiklad © = 7 a v = —10, ¢islo
r-u+y-v=—3 je spoleénym délitelem c¢isel z a y. Bezoutova véta tvrdi, ze

pro kazdou dvojici ¢isel x,y lze zvolit dvojici u,v tak, aby = -u 4+ y - v bylo
délitelem z i y. Symbolicky: VaVyTudv(z-u+y-v |z & x-ut+y-v|y).

Véta 2 Z Bezoutovy véty plyne, Ze kaZdé ireducibilni ¢islo je prvocislo.

Dukaz Necht x je ireducibilni, tj. = neni 0 ani délitel jedni¢ky a nemd zadné
netrividlni délitele. Mame ovéfit podminku Yavb(z | a-b — x| a V x| b). Necht
tedy a a b jsou Cisla takovd, ze x | a-b. Aplikujme Bezoutovu vétu na dvojici z, a:
existuji u, v takova, ze x-u+a-v déli soucasné = i a. Protoze x-u+a-v déli x a
x m3 pouze trividlni délitele, mdme z-u+a-v | 1 nebo x | x-u+a-v. Rozeberme
oba p¥ipady. V druhém z nich jsme hotovi: zz |z -u4+a-vaz-u+a-vla
méme x | a. V prvnim znichzz-u+a-v | 1lplynez-u-b+a-b-v|b
Pfipomenme si, Ze = déli a - b. Protoze Cislo x déli obé Cisla x-u-baa-b-v,
déli i jejich soucet. Tedy jsme také hotovi, z | b. u

4 Logické kroky a logicka analyza

V nasich dukazech si lze vSimnout, Ze se v nich vyskytuji nebo dokonce opa-
kuji urcité logické kroky. Jednim z nich je rozbor pripadi: zjistime-li, Ze plati
C nebo D, a zjistime-li déle, ze plati-li C', musi platit A, a plati-li D, také
musi platit A, mizeme usoudit, Ze plati A. Napiiklad v naposled uvedeném
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dtkazu jsme z pfedpokladu C tvrdiciho, Ze - u + a - v | 1 z pfedpokladu D
tvrdictho, Ze | - u + a - v, nezdvisle na sobé usoudili, Ze x | @ V x| b,
a pak jsme ze znalosti C' V D uzavieli, Zze = | ¢ V x | b. Druhym ¢asto se
vyskytujicim obratem je specifikace, nékdy téz nazyvana konkretizace nebo
instanciace: vime-li, ze vSechna individua maji vlastnost A, muZeme usoudit,
Ze naSe x ma vlastnost A. Naptiklad kdyZ jsme védéli, Ze x ma pouze trivialni
délitele a ze x - u 4+ a - v je délitel, usoudili jsme, Ze = - u + a - v je trividlni
deélitel. A kdyz jsme védéli, ze (—1) -z je vzdy opacéné ¢islo k ¢islu z, usoudili
jsme, Ze (—1) - (—1) je opacné &islo k éislu —1. Dalsim logickym obratem,
ktery lze naptiklad vypozorovat v nasem dikazu, ze 3 je prvocislo, je kontra-
pozice: mame-li zduvodnit, Ze z A plyne B, sta¢i misto toho zduvodnit, Ze
z negace ~B zavéru B plyne negace —A predpokladu A. A jesté dalsim velmi
dilezitym obratem je generalizace: zdivodnime-li, Ze  mé vlastnost A, aniz
bychom o x cokoliv predpokladali, mizeme uzaviit, ze kazdé x ma vlast-
nost A. Napiiklad dovedeme-li od predpokladu, Ze x déli soucin a - b blize
neurcenych ¢isel a, b, dojit k zavéru, Zze x | a nebo z | b, mizeme usoudit, ze
Vavb(z | a-b — x| a V x| D), tj. Ze predmétné tvrzeni plati pro kazdou
dvojici a,b. V matematickych dikazech je generalizace obvykle reprezento-
véna obraty jako “nechf a a b jsou ddna”, kterymi autor takového ditkazu
naznacuje, ze Cisla a,b si nevoli, nybrz je pfipraven na kazdou jejich volbu.
V tvodnich kursech matematiky k pochopeni generalizace — a kvantifikatoru
viibec — Casto napoméaha predstava hry, v niz se snazime vyhrat: protihrdc
voli ¢isla a, b, kdezto my pak hleddme vhodnou reakci na tento jeho tah.

Stejné jako tvrzeni a vlastnosti objektu lze zapisovat symbolicky, i logické
obraty (pravidla sprdvného usuzovdni) lze zapisovat symbolicky. Napiiklad
kontrapozici lze zapsat jako =B — —A / A — B, kde lomitko ¢teme “lze (je
povoleno) odvodit”. Pozorovani, ze v diikazech a argumentech se opakuji stéale
tytéz obraty, a nadéje, ze s nevelkym mnozstvim takovych obrath lze vystacit
ve vsech dilkazech, jsou okolnosti, na kterych je logika vlastné zalozena. A
moznost formalizovat, tj. zapisovat symbolicky podle pfesnych syntaktickych
pravidel nejen tvrzeni a vlastnosti ale i celé dikazy, je motivovana otazkou,
ktera byla v logice (filozofii) uz od antiky pravdépodobné pfitomna, totiz zda
to, co je pravda, lze zjistit symbolickou manipulaci ¢i algoritmem.

Moderni logika dava presnéjsi predstavu o otazkach, které byly praveé na-
znacCeny. Mame logické kalkuly, jejichz konstrukce je vzdy zalozena na volbé
a formalizaci nékolika logickych obratti. Mame véty o uplnosti, které 1ze in-
terpretovat jako tvrzeni, ze s danymi nékolika obraty opravdu lze vystacit
ve vSech dikazech. A mame pojmy rekurzivni a rekurzivné spocetnd mno-
Zina, s jejichz pomoci 1ze vysvétlit rozdil mezi zkontrolovanim dikazu a jeho
vytvorenim: moznost vystacit s nékolika presné popsanymi obraty a moz-
nost algoritmické kontroly a algoritmického zpracovani dilkazi jesté nemusi
znamenat (a opravdu neznamend) moznost algoritmického potizeni pozado-
vaného dikazu.
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Avsak véty o uplnosti a rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny jsou
pravé ty pojmy, u kterych nevadi, budou-li v tvodnim kursu logiky na huma-
nitnich fakultadch pouze naznaceny nebo tplné pominuty. Podle mého nazoru
se lze spokojit s tim, kdyz student umi identifikovat a pojmenovat nékolik
¢asto se vyskytujicich obrati. Co ale 1ze provést i v ivodnim kursu je logickd
analyza dikazi. Tou pro ucely tohoto textu minim uvazovani, zda v daném
dikazu nebyly skryté pouzity néjaké predpoklady tykajici se zkoumanych ob-
jektu. Jde tedy nikoliv o logické obraty, které se mohou vyskytnout ve vsech
dikazech veskeré matematiky, a vlastné i v argumentech mimo matematiku,
ale o matematické predpoklady tykajici se dané oblasti zkoumani, naptiklad
(v naSem piipadé) celych éisel.

V nasich dikazech o délitelnosti jsme napiiklad pouzili fakt, Ze jednicka
je délitelem kazdého &isla x. Odpovéd na otézku, pro¢ jsme si jisti, Ze to
tak je, mze znit napfiklad takto: jednicku lze vynasobit vhodnym cislem,
totiz ¢islem x samym, tak, aby vysledek byl z. Tato odpovéd redukuje fakt,
Ze Vz(1 | z), na fakt, Ze Va(1 - x = z), tj. na fakt, Ze jednicka je neutralni
prvek operace nasobeni. Jinak feceno, fakt, Ze jednicka je neutralni prvek
operace nasobeni, byl identifikovan jako skryty pfedpoklad v nagich dukazech.
Podobné se mtuzeme ptat, proc je relace délitelnosti tranzitivni, tj. pro¢ jsme
sijisti, zezx | y ay | z plyne x | z. Podminky « | y a y | z znamenaji existenci
Cisel v1 a vy takovych, ze x-v; =y a y-ve = z. Z téchto dvou rovnosti mame
(z-v1) - vy = 2, takZe k zavéru, Ze = 1ze vynasobit vhodnym éislem — mame
ovsem na mysli ¢islo v - v9 — tak, aby vysledek byl z, potfebujeme rovnost
(x - v1) vy = x - (v1 - v2), tj. potfebujeme asociativni zakon. Fakt, Ze pro
nésobeni plati asociativni pravidlo (zdkon), byl tak identifikovan jako dalsi
skryty pfedpoklad vyskytujici se v naSich dtikazech. V ovéfeni, Zze z x | y
plyne jak xz | yz, tak zz | zy, bylo asociativni pravidlo pouzito také, navic
v jednom z p¥ipadt bylo pouzito i komutativni pravidlo VuVo(u - v = v - u).
Snadno 1ze ovérit, ze abychom mohli usoudit, ze déli-li = ¢isla a i b, déliia+b,
potfebujeme distributivni pravidlo z -y +x -2 =z - (y + 2).

K vyhledavani skrytych predpoklad se mohou vyskytnout dvé otazky
¢ ndmitky. Prvni zni, Ze jde o proces pondkud svévolny, nebotf neni pfedem
dano, které predpoklady se maji redukovat ke kterym a které se maji povazo-
vat za “zdkladnéjsi” nez jiné. Této namitce nezbyva nez dat za pravdu, logicka
analyza naznacend v predchozim odstavci je motivovana hlediskem, ze vlast-
nosti s¢itani a nasobeni celych cisel jsou zakladnéjsi nez fakty o délitelnosti,
a toto hledisko nemusi byt jediné mozné. Je ovSem alesponl z ¢asti opravnéné
tim, ze naptiklad pfedpoklad o asociativnosti nasobeni, ktery je skryty v ar-
gumentu, ze relace délitelnosti je tranzitivni, byl v diikazu Véty 1 pouzit sdm
o sobé. Druhad namitka muaze znit, ze vyhledavani skrytych predpokladi je
neperspektivni proces, nebot 1ze jit hloubé&ji a hloubéji a identifikovat pred-
poklady dalsi a dalsi, a mtze nastat situace, ze jich vyhleddme nepiehledné
mnoho a pritom nebude jisté, jestli jesté mame ¢i mizeme pokracovat.
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Této druhé ndmitce nelze jen tak dat za pravdu. Logicka analyza dtkazt
z néjaké oblasti ¢asto vyusti v nalezeni prehledné mnoziny predpokladi, se
kterymi lze vystacit, tj. vyusti ve zkonstruovani néjaké prehledné axiomatické
teorie. Napfiklad ve (skoro vSech) naSich tvahéch o délitelnosti lze vystacit
s predpoklady, ze s¢itani i ndsobeni jsou asociativni a komutativni operace, ze
nula je neutralni vici séitani, 1 je neutralni vici nasobeni, plati distributivita
a ke kazdému cislu existuje ¢islo k nému opacné. Témto predpokladiim se tiké
axiomy komutativniho okruhu a je zajimavé, ze nic dalsitho nez tyto axiomy se
nevyskytly ani v logické analyze naseho prvniho dikazu, tj. dikazu rovnosti
(-1)(-1) =1.

Zajimava otazka je, zda v oboru celych ¢isel plati néco, co nelze dokazat
pouze z axiomli komutativniho okruhu. Definitivni odpovédi se vyhneme,
avSak Gastecnd odpovéd zni, ze napiiklad VaVy(z-y =0 — 2 =0 V y = 0),
tj. fakt, ze soucin nenulovych ¢isel nikdy neni nula. Tento fakt 1ze pokladat
za dodateCny axiom; jeho prfidanim k teorii komutativnich okruhii vznikne
(jind a silngjsi) teorie oboru integrity. Z axiomi oboru integrity plyne, Ze
kdyzx-z =y -z a z # 0, pak z = y. Tento fakt jsme v naSich Gvahach o
délitelnosti v jednom misté potiebovali také.

Ponékud zvlastni postaveni ma v nasich tvahach Bezoutova véta. Tu lze
prohlésit za jesté dalsi axiom, ktery pfidavame k axiomtm oboru integrity.
Kdybychom se ale rozhodli, Ze Bezoutova véta neni zdaleka tak elementarni
fakt jako axiomy komutativnich okruki, mohli bychom jeji platnost redukovat
(napiiklad) k platnosti vhodné formulovaného axiomu (schématu) indukce
pro cel4 ¢isla. I toto jsou ale tivahy, do kterych se v tomto ¢lanku nepoustime.

Logickd analyza diikazi (argumentt) z uréité oblasti matematiky je mno-
hdy tspésna v tom smyslu, Ze jejim vysledkem je prehlednd axiomaticka
teorie, k niz lze redukovat (v niz lze formalizovat) vSechny takové dikazy.
Tato okolnost (také) déla z logiky atraktivni disciplinu a pokladdm ji za
mozna jesSté dulezitejsi, nez existenci nevelkého mnozstvi logickych kroku a
moznost zalozit na nich konstrukci logickych kalkuli.
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