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Uvod 3

Uvod

Mate v rukou studijni material k semestralni tfihodinové prednasce Vyrokovy a
predikatovy pocet pro studijni smér Informatika na MFF UK. Mozné, ze tento
materidl bude také uziteény studentim Filosofické fakulty UK studujicim logiku.
V tomto tvodu se dozvite, jak je text zamyslen a jak s nim mate pracovat.

Matematickou logiku chapeme predevsim jako metamatematiku, to jest ma-
tematické (formaln{) studium vztahu disledku mezi matematickymi vyroky (tvr-
zenimi). Takto chdpana logika ma velky vyznam pro informatiku; bude o tom
feC v zavéru. V prvni polovin€ prednasky jde o obecnou metamatematiku mate-
matickych teorii (na dvou drovnich: v rdmci vyrokového a predikatového poctu),
v druhé o metamatematiku teorii, kterym muzeme fikat axiomatické aritmetiky,
tj. teorii, které tak ¢i onak popisuji pfirozena ¢isla.

V ¢estiné neexistuje monografie, ktera by pokryvala latku v prednéasce pro-
biranou jako celek; prvni polovina latky je vSak dobfe zpracovana v skriptu
doc. Petra Stépanka, DrSc “Matematicks logika”. Prvni ¢ast textu, ktery mate
v ruce, je vlastné obsahlym komentafem k Stépankovym skriptiim; néco se roz-
vadi, néco mirné modifikuje, néco jen zminuje. Navic je zde fada uloh probi-
ranych ve cvicenich k predndsce. V textu téZ naleznete fadu poznamek a fakt
tykajicich se teorie vypoctové slozitosti; pokud tuto teorii ovlddate, bude Vam
vSe jasné. Jinak berte tato mista jen jako upozornéni na zajimavé vazby mezi
logikou a teoretickou informatikou. Upozornéni: nékteré partie z prednasky se
v této Casti textu nekomentuji, pfesto vSak jsou dulezité (je tieba je znat), napi:
nékteré dikazy (véty o tplnosti aj.), resoluéni vyrokovy pocet, Skolemova a Her-
brandova véta. Na druhé strané Stépankova skripta obsahuji podrobny vyklad
nékterych partii (napf. teorie modelt), které do této pfednasky nezahrnujeme.
Prvni st textu sepsal V.S.

Druhé ¢ast textu je vyklad metamatematiky aritmetiky a obsahuje (jak dou-
fame) vSe podstatné, co bude v této ¢asti pfednaseno, a téz fadu cviceni. Z této
partie se najdou v Stépankovych skriptech jen zlomky, protoZe se touto téma-
tikou ve skriptech nezabyval. Tuto ¢ast textu sepsal P.H. kromé cviceni, ktera
sepsal V.S.

Umyslné nazjvame tento text studijnim textem, nejde o vypilovana skripta.
Jde o prvni pracovni versi; povSimnete si napf. rozdilné grafické tpravy v obou
castech. Doufame vsSak, ze Vam tento material usnadni studium a ptipravu ke
zkou§ce. Pokud najdete v textu chyby (tiskové i vécné), sdélte ndm je; usnadnite
tim praci dalsim studenttim.

Nakonec uvadime vybranou literaturu pro vaznéjsi zdjemce o matematickou
logiku.
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1 Vyrokova a predikatova logika

V této ¢asti se pokusime struéné navazat na skriptum P. Stépanka [S]. Odkazy
tvaru [S 41], které se v této kapitole hojné vyskytuji, udavaji stranky v onom
skriptu, na kterych je ptislusna problematika podrobnéji vyloZena.

1.1 Formule a sémantika vyrokové logiky

Formule vyrokového poctu (vyrokové formule) jsou sestaveny z vgrokovijch atomi
(té7 jen atomii, nebo v [S] prvotnich formuli) pomoci logickijch spojek (a zévo-
rek); [S 22-23]. K oznacovani formuli uzivdme bud velkd latinské pismena jako
v [S], nebo (radéji) mald feckd pismena.

Pravdivostni ohodnoceni je libovolna funkce v : P — {0,1}, kde P je mno-
7zina vsech vyrokovych atomt. Pravdivostni tabulky logickych spojek ([S 24])
jednoznacné urcuji rozsiteni v libovolného pravdivostniho ohodnoceni v, které je
definované na mnoziné vSech vyrokovych formuli. V dalsim nebudeme rozliso-
vat mezi pravdivostnim ohodnocenim v a jeho rozsifenim v na vSechny formule,
tj. pruh nad oznacenim pravdivostniho ohodnoceni budeme vypoustét. Misto
v(p) = 1 lze také psat v = ¢ a tikat, Ze ¢ je splnéna pravdivostnim ohodnoce-
nim v nebo ze v spliuje .

Formule ¢ (mnozina formuli T') je spinitelnd, jestlize existuje pravdivostni
ohodnoceni v takové, Ze v(p) = 1 (resp. v(¢) = 1 pro kazdou ¢ € T'). Formule ¢
je (vgrokovd) tautologie, jestlize v(yp) = 1 pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v.
Formule ¢ je (tautologickym) disledkem mnoziny formuli T, jestliZe ¢ je splnéna
kazdym pravdivostnim ohodnocenim, které spliuje vSechny formule z T'. Vztah
dtsledku zapisujeme T |= ¢, tedy

TEe iff Yoy eT(v(®)=1)=v(p) =1).

Zapis T | ¢ lze také ¢ist “p vyplyvd z T”. O mnoziné T v této souvislosti
mluvime jako o mnoZiné predpokladi nebo o mnoziné axiomi nebo jako o teo-
rig. V tomto odstavci jsme symbol = pouzili v jinédm vyznamu nez v odstavci
predchéazejicim v zépisu v = . Vlevo od = mtize opravdu stat bud pravdivostni
ohodnoceni nebo mnozina formuli. V prvnim pfipadé = oznac¢uje splnénost for-
mule pri daném ohodnoceni, v druhém pfipadé se jedné o vztah disledku. Kolizi
bychom se samoziejmé mohli vyhnout tak, Ze bychom symbol | vyhradili jen
pro vztah disledku. Bylo by to ale mozné jen ve vyrokovém poc¢tu. V predika-
tovém poctu je pouziti symbolu = ve dvojim vyznamu natolik rozsifené, Ze je
asi ménit nelze.

Formule je tautologie, pravé kdyz je dusledkem prazdné mnoziny axiomt.
Misto “p je tautologie” miizeme tedy psat ) = ¢, piipadné jen = . Misto
TU{t1,..,¥n} | ¢ piSeme jen T,¢1,.. .0 |= . Zapisy {¢} E o iv o
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maji tedy stejny vyznam a ¢teme je “formule ¢ je disledkem (resp. vyplyva z)
formule ¢”. Formule ¢ a 9 jsou (vyrokové) ekvivalentni, jestlize kazda z nich je
disledkem té druhé.

V nékterych piipadech je vyhodné pracovat s mensim poctem logickych spo-
jek nez —, -, &, V,=. V tom piipadé (viz cvifeni) 1ze jen nékteré z nich prohlasit
za zékladni (tj. za opravdové symboly) a formule obsahujici ty ostatni povazovat
za zkratkovité zapisy formuli obsahujicich jen ony zakladni. Nékdy je naopak
vyhodné seznam logickych symbold jesté rozsitit, napt. o tzv. logické konstanty
T a L (pravda a nepravda), které se syntakticky chovaji jako atomy, ale pfi
kazdém pravdivostnim ohodnoceni ma T povinné hodnotu 1 a 1 naopak 0.

Protoze mnozinu P vSech vyrokovych atomi si zpravidla predstavujeme jako
nekone¢nou, kvantifikdtor “pro kazdé pravdivostni ohodnoceni” v definici tauto-
logie se vztahuje k nekonecnému oboru. Je ale zfejmé, ze pravdivostni hodnota
formule ¢ pfi néjakém pravdivostnim ohodnoceni zavisi na ohodnoceni jen téch
atomi, které se ve ¢ skuteéné vyskytuji. A téch je jen koneéné mnoho. Toto
pozorovani umoznuje sestrojit jednoduchy algoritmus pro rozhodovani o tau-
tologi¢nosti dané formule ¢ (nebo o splnitelnosti nebo o vyplyvani z koneéné
mnoziny pfedpokladil). Sta¢i probrat vSechny funkce v : A — {0,1}, kde A je
mnozina v8ech atomt, které se ve ¢ skutecné vyskytuji. Tomuto algoritmu se
nékdy fika tabulkovd metoda. Tabulkova metoda ukazuje, Ze tautologi¢nost vy-
rokovych formuli, splnitelnost vyrokovych formuli a vyplyvani z koneéné mnoziny
predpokladt jsou algoritmicky rozhodnutelné tlohy.

Véta 1.1 (o kompaktnosti) (a) Mnozina T vgrokovych formuli je splnitelnd,
pravé kdyz kazdd koneénd F C T je splnitelnd.
(b) T |= @, pravé kdyz ezistuje koneénd F C T takovd, Ze F = .

Diikaz (a) je uveden v [S 26]. Ctenaf by nemél mit potiZe s ovéfenim, ze
implikace = v (a) a <= v (b) jsou trividlni a Ze obé& formulace (a), (b) jsou
ekvivalentni.

V nasem textu se stejné jako v [S] vyhybame tomu, abychom podali formalné
presnou definici formule. Kdybychom to chtéli napravit, dopadlo by to néjak tak,
Ze formule jsou jisté koneéné posloupnosti prvkt mnoziny PU{(, ), -, —, &, V, =},
kde P je nepridzdnd mnozina a o symblech —, — atd. pfedpoklddame, Ze nejsou
v P. Véta o kompaktnosti plati, i kdyz P je tfeba nespocetna. Totéz lze fici také
o vétach o tuplnosti, o kterych bude fe¢ dale. I vyrokovy pocet s nespocetnou
mnozinou atomu méa urcité aplikace.

Uvazujeme-li ale o rozhodnutelnosti riznych dloh vyskytujicich se v logice,
napf. problému splnitelnosti, musime mit moznost povazovat formule nikoliv za
posloupnosti abstraktnich objektt, ale za slova v jisté konecné abecedé ¥. Pro
tento ucel se obvykle predpoklada, Ze mnozina P vSech atomt je nekonec¢na
spocetnd, P = {po, p1,p2,..}, a Ze atomy nejsou samostatnymi znaky (t&ch ma
byt jen koneéné mnoho), nybrz slovy sestavenymi ze zakladnéjsich symbola. Pfi
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binadrnim kédovani se atomy pg, p1, p2, ... povazuji za zkratky slov p, p1, p10,
pli, p101, ... , pfi undrnim za zkratky slov p, pl, pll, plll, ... , kde 0, 1
resp. | jsou pomocné znaky pfijaté do zakladni abecedy ¥ pravé pro kédovani
indexii. Nékdy (zejména v pfisti kapitole v souvislosti s tzv. polskou notaci) je
uziteénd umluva, Ze indexy se zapisuji dopfedu (napf¥. 101p).

Vratme se jesté k tabulkové metodé a k problému splnitelnosti vyrokovych
formuli. Tento problém chépany jako formalni jazyk (tj. jako mnoZina slov v né-
jaké koneéné abecedé) se oznacuje SAT. Tabulkovd metoda neni pfili§ efektivnim
algoritmem pro feSeni lohy SAT. K rozhodnuti o splnitelnosti formule s n atomy
(jejiz délka muze byt faddové také jen n) je totiz tfeba probrat 2™ pravdivostnich
ohodnoceni. Je to tedy algoritmus, ktery pracuje v exponencidlnim case. Neni
zndmo, zda tloha SAT mé 0¢innéjsi algoritmus, ktery by napiiklad pracoval
v polynomialnim ¢ase. SAT je jednou z referenc¢nich tloh v teorii vypoctové slo-
zitosti. Redeno odbornymi terminy, je to NP-tipln4 tloha. Existence efektivniho
algoritmu pro jeji feSeni by znamenala existenci efektivniho algoritmu pro feSeni
mnoha jinych tloh a otazka, zda takovy algoritmus existuje, je jednim z dulezi-
tych otevienych problémt soudobé informatiky. Poznamenejme, Ze tloha SAT
je NP-uplna jak pfi binarnim tak pfi unarnim zapisovani vyrokovych atomd.

V celém textu se zabyvame jen klasickou logikou, pfi¢emz tento a pristi pa-
ragraf jsou vénovany jejimu vyrokovému poc¢tu. Sémantika klasické logiky je
zalozena na pojmu (dvouhodnotového) pravdivostniho ohodnoceni. Jiné, ne-
klasické, logiky zpravidla také maji néjakou sémantiku, kterd umoznuje odlisit
logicky platné formule (tj. pravdivé jen diky svému syntaktickému tvaru) od téch
ostatnich. Ne vzdy je to sémantika zaloZzené na dvou pravdivostnich hodnotéch.
Jedno z cviCeni pristiho paragrafu naznacuje, jak mtze vypadat sémantika ne-
klasickych logik. Existuji i rozumné a aplikovatelné neklasické logiky, pro které
neplati véta o kompaktnosti. Vyrokové pocty znamych neklasickych logik jsou
zpravidla rozhodnutelné. Nékteré rozhodovaci tlohy, které se vyskytuji v ne-
klasickych logikach, jsou také, stejné jako tlloha SAT, velmi zajimavé z hlediska
vypoctové slozitosti.

Cviéeni

1. Urcete, které z nasledujicich vyrokovych formuli jsou splnitelné a které jsou

tautologie:

(p—a9)—9) —q p—-(pV(p&q)
-p—-=(pVq) (p—(qgVvr)—(¢Vp—r))
-p—-(p&kq) p—q)—((g—r)—(—1q)
p—p&(pVa) (p—q)&qg—p
p—pV(p&q) —p—(p&q)

(r—q)V(g—p) (p—a)—p)—p
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. Dokazte, ze

(a) ¢ E v, pravé kdyz ¢ — 1 je tautologie. ¢ a 1 jsou ekvivalentni, pravé
kdyz ¢ = je tautologie.

(b) ¢ je splnitelnd, pravé kdyz —p neni tautologie.

(c) Kdyz ¢ — x i x — % jsou tautologie, pak ¢ — % je tautologie.

. Rozhodnéte, zda plati

(a) Kdyz ¢ je vyrokova tautologie a ¢ vznikne z ¢ nahrazenim nékterych
vyskytt vyrokového atomu p toutéz formuli y, pak 1 je tautologie.

(b) Kdyz ¢ je tautologie a ) vznikne z ¢ nahrazenim vsech vyskyti atomu p
toutéz formuli y, pak v je tautologie.

(¢) Kdyz 1 vznikne z ¢ nahrazenim vSech vyskyti atomu p libovolnjmi
(i riznymi) formulemi, pak 1 je tautologie.

(d) Kdyz 11 resp. ¥y vznikne z ¢ nahrazenim nékterych vyskyté atomu p
formuli y; resp. x2 a x1 a x2 jsou ekvivalentni, pak 17 a 15 jsou ekvivalentni.

. Dokazte, ze jsou-li A, B libovolné vyrokové formule, pak formule A & B a
—(A — —B) jsou ekvivalentni. S pouzitim cviceni 3 zduvodnéte, ze kdyz 1
vznikne z ¢ nahrazenim vSech podformuli tvaru A & B formuli =(A — —B),
pak ¢ a v jsou ekvivalentni. Navrhnéte podobné zadmény i pro ostatni
logické spojky a zdivodnéte, ze kazda formule ¢ je ekvivalentni s formuli ¢,
ktera neobsahuje jiné logické spojky nez

(a) = a-

(b) & a

(c) Va-

Pro atomy a negované atomy se uziva spolecné oznaceni literdly. Dokazte
dale, ze kazda formule ¢ je ekvivalentni s formuli v, kterd neobsahuje jiné
spojky nez &, V,— a negace se ve 1 vyskytuje jen v literalech.

. Zduvodnéte, ze pokud formule ¢ v cvi¢eni 4 neobsahuje spojku =, lze z ni
formuli v ziskat algoritmem, ktery pracuje v polynomidlnim Case, a Ze pocet
symbolu formule v je linedrni v poc¢tu symbolt ptivodni ¢. Proc je potiz se
spojkou =7 Zduvodnéte, ze také o pravdivostni hodnoté dané formule pri
daném pravdivostnim ohodnoceni a o splnitelnosti formule, ktera obsahuje
atomy jen z pfedem dané kone¢né mnoziny, lze rozhodovat v polynomialnim
Case.

. Boolovskd funkce n proménnych je libovolna funkce f z {0,1}" do {0, 1}.
Napriiklad rovnosti

f(070)=0, f(071)207 f(l,O)Zl, f(l,l):O

urcuji jednu z boolovskych funkci dvou proménnych. Kolik je boolovskych
funkci n proménnych? Rekneme, Ze vyrokova formule neobsahujici jiné
atomy nez pg, . ., pn_1 definuje boolovskou funkci f, jestlize pro kazdé prav-
divostni ohodnoceni v je v(p) = f(v) (to je napsdno trochu nepfesnég, ale
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snad je tomu rozumét: formule —(pg— p1) definuje funkci dvou proménnych
zminénou vyse). Dokazte, Ze kazdou boolovskou funkci definuje néktera vy-
rokova formule.

Néavod. Nejprve uvazujte funkce, které maji jen jednu hodnotu 1 a jinak
samé 0. Pak uvazujte disjunkce formuli definujicich takové funkce.

7. Disjunkce literalt se nazyva klauzule. Formule je v disjunktivnim normdl-
ném tvaru, je-li disjunkci (nékolika, pfipadné jen jedné) konjunkei literali.
Formule je v konjunktivnim normdlnim tvaru, je-li konjunkci disjunkeci li-
terall, tj. je konjunkci klauzuli. Pouzijte cviceni 6 k dikazu, ze kazda vy-
rokova formule je ekvivalentni s formuli v disjunktivnim normélnim tvaru
a také s formuli v konjunktivnim normalnim tvaru ([S 42]). Zdfivodnéte,
Ze splnitelnost formuli v disjunktivnim normalnim tvaru je rozhodnutelna
v polynomialnim case.

8. Neni pravda, ze kazdou vyrokovou formuli 1ze algoritmem pracujicim v po-
lynominalnim ¢ase pfevést na ekvivalentni formuli v konjunktivnim (nebo
disjunktivnim) normalnim tvaru. Napiiklad o formuli

P &aq)Vp2&az)V .. V(pn&an)

lze dokazat, ze kazda s ni ekvivalentni formule v konjunktivnim normalnim
tvaru ma alespon 2" symboli, takze kazdy algoritmus potiebuje na pouhy
zapis vysledku vétsi nez polynomidlni pocet krokid. Dokazte ale, ze plati
toto. Ke kazdé vyrokové formuli ¢ 1ze v polynomidlnim c¢ase sestrojit for-
muli v, kterd je v konjunktivnim normalnim tvaru, a je splnitelna, praveé
kdyZ 1 je splnitelnd (nelze samozfejmé pozadovat, aby ¢ a 1 byly ekviva-
lentni). Navic kazd4 klauzule ve formuli ¢ je nejvySe t¥iprvkova.

Navod. Kazdé podformuli A puvodni formule ¢, véetné atomu a ¢ samotné,
prifadte atom p4 tak, Ze je-li A atomické, pa je A, jinak p je novy atom
(nevyskytujici se ve ¢ a rlizny od ostatnich pg). Pro kazdou neatomickou
podformuli A formule ¢ tvaru B & C' utvoite t¥i klauzule =pg V —pc V pa,
“pa V pB, PaV pc. Néco podobného navrhnéte i pro ostatni moznosti,
kterymi muze A byt sestavena z B a C. Oznaéte x konjunkci vSech takto
utvofenych klauzuli. Na formuli x se muzeme divat jako na popis vypoctu
pravdivostni hodnoty formule . Ovéfte, ze ¢ je splnitelnd, pravé kdyz
Py & X je splnitelna. Toto cviceni ukazuje, Ze pokud je problém splnitelnosti
vyrokovych formuli NP-tuplny, pak i problém splnitelnosti formuli v kon-
junktivnim norméalnim tvaru, v némz kazda klauzule ma nejvyse tii literaly
(tento problém se oznacuje 3SAT), je také NP-tplny.

9. Necht vyrokova formule D je v konjunktivnim norméalnim tvaru (viz cvi-
Ceni 7). Necht p je libovolny vyrokovy atom formule D. NapiSme D ve
tvaru

Cr& .. &Cr& (AL VD) & .. & (An VD) & (BLV —p) & .. & (B V —p)
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kde formule A;, B}, C; neobsahuji p, a utvofme formuli D’:

Ci& .. &Cr& \(4; v By)

2%

Dokazte, ze D’ je splnitelnd, pravé kdyz D je splnitelnd. Jsou D a D’
ekvivalentni? Déle vezméte v tivahu i mezni pfipady (napf. Ze nékteré
z Cisel k, n, m je nula) a navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne o splnitelnosti
formuli v konjunktivnim normalnim tvaru. Zdtvodnéte, ze jsou-li vSechny
klauzule v pavodni formuli nejvyse dvouprvkové, vas algoritmus pracuje
v polynomialnim cCase.

Hornovskd klauzule je takova, kterd obsahuje nejvyse jeden literal bez ne-
gace. Definujme pro ucely tohoto cviceni hornovskou formuli jako formuli
v konjunktivnim normélnim tvaru, jejiz vSechny klauzule jsou hornovské.
Dokazte, ze

(a) Postupem popsanym v cvic¢eni 9 z hornovské formule vznikne opét hor-
novska formule.

(b) Je-li hornovska formule nesplnitelnd, obsahuje klauzuli poztistavajici
z jediného pozitivniho literdlu (tj. z literadlu neobsahujiciho negaci).

(¢) Zvolime-li k transformaci popsané v cviceni 9 takovy atom p, Ze néktera
z klauzuli je p, tj. Ze ndkterd z formuli A; je prdzdnd, lze misto formule D’
vzit jednodussi formuli

Ci1& .. &CL&B1 & .. &B,,

Zduvodnéte, Ze i splnitelnost hornovskych formuli je rozhodnutelnd v poly-
nomialnim case.

Pro libovolnou mnozinu vyrokovych formuli A ozna¢me Cl(A) (od closure)
mnozinu vsech tautologickych dasledki mnoziny A. Rozhodnéte, zda pro
kazdou mnozinu formuli A plati

(a) ACCl(A)

(b) CI(CI(A)) = CL(A)

(c) CI(AU B) = Cl(A) U CI(B)

Pokud v (b) nebo v (c) je odpovéd ne, rozhodnéte, zda plati alespori nékterd
inkluze.

Zapomenme na chvili na platnost véty o kompaktnosti a nazvéme mnozinu 7'
formuli konecné spinitelnou, jestlize kazda jeji konecnd Cast je splnitelna.
Dokazte, ze je-li ¢ formule a T konec¢né splnitelnd mnozina formuli, pak
jedna z mnozin T, ¢ (¢imZ myslime T'U {¢}) a T, —¢ je konecéné splnitelna.

Predpokladejme, ze mnozina vSech vyrokovych atomt je spocetnd, takze
vSechny vyrokové formule lze sefadit do posloupnosti g, @1, @2, . ... Necht
T jako v cvideni 12 je konec¢né splnitelnd. Definujme posloupnost {S;}
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mnozin formuli takto: Sy =T, Sit+1 je S;U{w;i} pokud S; U{p;} je konetné
splnitelnd a S;11 je S; U {—p;} v opatném piipadé. Vezméte S = U;S;.
Dokazte, ze S je konecné splnitelnd a .S O T. Déle dokazte, Ze pro kazdou
vyrokovou formuli ¢ plati

peS = ¢S~ (%)
Z faktu (x) a z konefné splnitelnosti mnoziny S déle dokazte:
pVypelS < pecSneboyp e S

p&peS <<= peSaypes
p—oYES <= p&Sneboy €S.
Tyto vlastnosti dohromady s (%) ukazuji, Ze pfedpis

vip)=1 < el

korektné definuje pravdivostni ohodnoceni v. Ohodnoceni v spliiuje vSechny
formule v T. Dokézali jsme, Ze kazda kone¢né splnitelnd mnozZina formuli
je splnitelna. Toto je jiny ditkaz véty o kompaktnosti, nez je uveden v [S].

1.2 Dukazovy systém pro vyrokovou logiku

Diikaz z mnoziny piredpokladii T ([S 27]) je koneéné posloupnost formuli takova,
ze kazdy clen ¢ je vyrokovym axiomem nebo prvkem mnoziny 71" nebo nékteré
dva predchozi ¢leny posloupnosti jsou tvaru ¢ a ¢ — ¢. V poslednim pfipadé
fekneme, Ze ¢ je z ¢ a ¢ — ¢ odvozena pravidlem modus ponens (MP). For-
mule ¢ je dokazatelnd z predpokladt T', symbolicky T F ¢, jestlize existuje dikaz
z predpokladi T, ktery mé ¢ jako posledni (nebo néktery) ¢len. Za vijrokovy
aziom povazujme kazdou formuli, kterd ma jeden z nasledujicich tvari:

Al: ©— (Y — )
A2 (p—= (W —=x) = (e—=¥) = (= X))
A3* (mp— ) = (= 1) = @)

Za ¢,1,x mohou byt voleny libovolné vyrokové formule. Vjrokovych axiomi
a tedy i dokazatelnych formuli je tedy nekoneéné mnoho. Hvézdicka v A3*
upozoriiuje, Ze jsme piijali jiné schema nez v [S]. Je dobré si uvédomit, Ze taz
logika (v nasem p¥ipadé klasickd logika) mtize mit vice dikazovych systému (téz
kalkulii), které se od sebe mohou lisit mnohem podstatnéji, nez jen zdménou
jednoho schematu. Uziteény diukazovy systém muze byt napiiklad zaloZen na
pravidle rezoluce, které vlastné bylo pouzito v cviceni 9 pfedchoziho paragrafu.
N&s A3* je v [S] (viz [S 47]) oznacen A4. Vyrokovym systémiim zalozenym na
pravidle MP se fikd fregovské. Kdybychom kromé implikace a negace povazovali
za zakladni symboly i konjunkci a disjunkci, pfijali bychom jesté tato schemata:
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Ad: o— (b — &)

A5: &Yy —p, p&iyp—Y

A6: p—=eVY, YP—opVY

AT: (p—=x) = (b —=x) = (pVi—x))

Pro zprehlednéni zapist uzivame standardni konvenci pro vypousténi zavorek, tj.
negace m4 vySsi prioritu nez ostatni spojky (tomu odpovida i formélni definice
v [S 22], ktera pti negovani nepiedepisuje zavorky) a implikace mé nizsi prioritu
nez vSechny ostatni spojky.

Slovo dukaz tedy uzivdme ve dvojim smyslu: (formélni) ditkaz jako odborny
termin (posloupnost formuli takovd a takova) a dikaz (neformalni) néjakého
tvrzeni (o formulich, formalnich dikazech, ...).

V [S 28] je uveden diikaz schematu ¢ — . Ve fregovském systému je to jeden
z mala dikazl z prazdné mnoziny predpokladtl, ktery miize ¢tenar vidét zapsany
cely. K dukaztim o dokazatelnosti ostatnich formuli je zpravidla velice vyhodné
uzit vétu o dedukei, [S 29]. Doporu¢ujeme ¢tenéii, aby pfi jejim studiu oveétil, Ze
schema A3 je pro diikaz nepodstatné (takze véta plati i pro nas systém s A3*),
ale je potfeba védét, ze kazda formule tvaru ¢ — ¢ je dokazatelné.

Ukazme si pouziti véty o dedukci na tomto prikladé: kazdd formule tvaru
P — (- — ) je dokazatelnd z prazdné mnoziny predpokladi. Necht ¢ a v
jsou dany. Podle véty o dedukci staci ukazat, ze ¢ je dokazatelnd z mnoziny
predpokladt {¢, }. Schema A3* lze ¢ist zhruba tak, Ze pokud —¢p vede ke
sporu, plati ¢. A vede —p ke sporu? Ano, pfedpoklady ¥ a =) tvori dohromady
spor a nevadi, ze pii jeho odvozeni se —¢ neuplatnila. Takovato hrubé tvaha
plus mozna nékolik pokusti zpravidla umoznuji sestrojit hledany dikaz:

L: Y, (= ) = ((hp =) — ) 5 ASF
2: Y, p — (2o — ) ; Al
3: ’lp, ﬁ’(/) = ﬁ’(/}
4: Y, Y FEop— g : MP na 2,3
Y, Eh— (e — 1) DAl
5: Y, — ; podobné jako 2,3,4
6: Y, E (=)= ; MP na 1,4
(R TVl : MP na 5,6
v F—g : V o dedukei
Fap— (¢ — o) joees

V zapisu dukazu a i nadale pokracujeme v praxi vypousténi symbolid mnozino-
vych operaci {} a pfipadné U, jde-li o mnoziny formuli. Dalsi pouziti véty o
dedukci nabizime ve cviceni 1.

Mnozina pfedpokladt T je spornd, jestlize z ni lze dokazat néjakou formuli
a zaroveni jeji negaci. Jinak je T bezespornd (konzistentnt). 7 dokazatelnosti
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schematu ¢ — (=) — ¢) plyne, ze T je spornd, pravé kdyz kazd4 formule je v T
dokazatelna, [S 36].

Abychom zdivodnili dilezitost toho, co prijde dale, uvedme dvé otazky, na
které by nebylo snadné odpovédét bez vét o korektnosti a tplnosti.
1. Je prazdnd mnoZina bezespornd?
2. Je mnozina vsech formuli dokazatelngych z prdazdné mnozZiny predpokladi algo-
ritmicky rozhodnutelnd?

Véta 1.2 (o tplnosti, [S 34]) Formule ¢ je dokazatelnd z prdzdné mmoZiny
predpokladu, prdave kdyz je tautologi.

Véta 1.3 (o silné tplnosti, [S 37]) (a) Je-li T libovolnd mnozina formuls,
pak T je splnitelnd, prdve kdyz T je bezespornd.
(b) Je-li ¢ libovolna formule a T mnoZina predpokladi, pak

ThE o, priveékdyz T = .

Implikacim = v obou vétach se fika véty o korektnosti. Zduraznéme, ze pravé
véty o korektnosti jsou dulezitym nastrojem, chceme-li dokdzat, Ze néjaka for-
mule neni dokazatelna nebo Ze néjaka mnozina je bezesporna. Cviceni 4 ukazuje
pouziti véty o korektnosti na kalkulus, o kterém nevime, jestli je tplny vici dané
sémantice. Ctenaf by nemél mit problémy s ovéfenim nasledujicich fakti:

o T ¢, pravé kdyz T, —¢ je sporna

obé formulace (a), (b) ve v&té o silné tplnosti jsou ekvivalentni

z Uplnosti vyplyva “silnd Gplnost” pro koneénou mnoZinu T (protoze misto
THopaTllE¢lzepsit B &T — ¢ resp. = &T — ¢, kde &T je konjunkce
vech formuli v T')

e 7 korektnosti vyplyva silnd korektnost (protoze v diikazu ¢ z T se beztak
uplatni jen koneéné mnoho prvkit z T))

ze silné uplnosti vyplyva kompaktnost (ze stejného divodu)

e 7z Uplnosti a kompaktnosti vyplyva silna uplnost .
Obtiznéjsi dikaz ma jen implikace < ve vété o Uplnosti. Tuto implikaci lze
pro nas kalkulus dokézat stejnym postupem, ktery je v [S] na stranach 33-35
pro kalkulus se schematy A1-A3. Formule v cviceni 1 nejsou vybrany nahodné.
Formule v (i) je jen jinou formulaci lemmatu 2, [S 33], a ostatn{ formule postacuji
k dtkazu lemmatu 3.

Samotna definice ditkazu nedavé zadny névod k sestrojeni algoritmu, ktery
by rozhodoval, zda dana formule je dokazatelna. Pravidlo modus ponens mé
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totiz nevyhodnou vlastnost, Ze neumoznuje urcit, z kterych dvou formuli je dan
formule odvozena. Dvojic 11,2, ze kterych lze jednim pouzitim pravidla MP
odvodit danou formuli ¢, je nekone¢né mnoho. Nékteré dukazové systémy tuto
nevyhodnou vlastnost nemaji. I pro fregovsky systém ale plati, ze dikazt, které
maji nejvyse dany pocet symbolii, je jen koneéné mnoho. Na zékladé tohoto
pozorovani by bylo mozné sestrojit mechanickou proceduru (tj. program, ale
ponékud netypicky: nepozaduje zadny vstup a je-li jednou spustén, nikdy se
nezastavi), kterd postupné probird vSechny dtikazy a tiskne jejich posledni ¢leny.
Mnoziny, které lze timto zpisobem vygenerovat, se v teorii rekurzivnich funkeci
nebo v teorii formalnich jazykt nazyvaji rekurzivné spocetné. Jiny termin pro
algoritmicky rozhodnutelné mnoziny je rekurzivni mnoziny. Je znamo, ze kazda
rekurzivni mnozina je rekurzivné spocetné, ale opa¢na inkluze neplati. Uvahy
o algoritmické rozhodnutelnosti uvedené v tomto a v predchozim paragrafu lze
tedy shrnout takto. Z definice ditkazu je zfejmé, ze mnozina vsech dokazatelnych
formuli je rekurzivné spocetna. Z véty o tiplnosti a z existence tabulkové metody
pro rozpoznavani tautologii vyplyva, ze je dokonce rekurzivni.

Uvedme na zavér poznamku, kterd muze byt zajimava pro pfiznivee vypo-
Ctové slozitosti, ale ktera je nepodstatna pro pochopeni dalsiho textu a ¢tenar ji
miize klidné preskocit, zejména pokud nevi, co je t¥ida coNP a coNP-tplnost.

V predchazejicim odstavci jsme se dotkli otazky, zda nalezeni dikazu for-
mule neni rychlejsi cestou k ovéfeni, Ze je tautologii, nez probrani vSech pti-
slusnych pravdivostnich ohodnoceni. V jednotlivych pfipadech tomu tak mtize
byt. Kdyby ale platilo, ze kazda tautologie s n symboly mé dikaz s nejvyse
p(n) symboly, kde p je néjaky polynom, znamenalo by to, Ze mnozina TAUT
vSech tautologii je v NP. O mnoziné TAUT je ale zndmo, Ze je coNP-uplna, a
jeji soucasna prislusnost do NP by znamenala rovnost NP=coNP. Neni znamo,
zda tato rovnost plati, ale odbornici povazuji za pravdépodobné spis to, Ze ne-
plati. Pokud je tomu tak, znamena to, ze nékteré kratké tautologie maji jen
velmi dlouhé dikazy. Analyzou dikazu véty o tplnosti lze ale ovérit, ze kazda
tautologie délky nejvyse n ma dikaz délky O(n - 2™), kde délka znamena pocet
symbolti.

Cviéeni

1. Dokazte (s pouzitim véty o dedukci, ale bez pouziti véty o tplnosti), Ze
néasledujici schemata jsou dokazatelnd v systému s A3*.

(a) ~mp—p () (=)= (=Y — )

(b) == — e (8) o= (Y —~(p—1))

(€) p——mp (h) —p— (p—1)

(d) (=% — —2p) = (p— ) 1) (=)= (¥—9)— )
(e) (p—=v)—= (= — )
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. Je-li v libovolné pravdivostni ohodnoceni, pak ¢ je ¢ pokud v(¢p) =1 a

je —p v opatném piipadé. Schemata (c), (g), (h) cviceni 1 jsou dostateéna
k dikazu tvrzeni, ze pro kazdou formuli ¢ neobsahujici jiné atomy nez
P1,-.,Pn a pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v plati
PissPp "
yees D
Najdéte podobna schemata i pro piipad, ze se za zakladni povazuji i spojky
& a Vv a dokazte je z axiomi A4—-AT.

. Pravidlo substituce ¢ / p,(x) umoziiuje z libovolné formule ¢ odvodit for-

muli, kterd z ni vznikne nahrazenim vsech vyskytt nékterého atomu toutéz
(libovolnou) formuli. Rozhodnéte, zda pro kalkulus, ktery vznikne pfiddnim
pravidla substituce ke kalkulu z tohoto paragrafu, plati véta o korektnosti
a véta o silné korektnosti.

. Dokazte, ze mnozina vSech tautologii je maximéalni bezespornd mnozina

formuli, ktera je uzaviena na pravidlo substituce.

. Predstavte si modifikovanou sémantiku vyrokové logiky, ve které logické

spojky nemaji dvouhodnotové, ale nasledujici tfihodnotové tabulky:

N = O
S O N

Uvazujte vyrokovy logicky systém s jedinym pravidlem modus ponens a
s nasledujicimi schematy axiomi:

o — (=)

(=W —=x) = (p—=v)—(p—x)
(p—=v) = ((p— ) = —p)

= (np — 1)

Dokazte, ze tento systém je korektni vici uvedené sémantice v tom smyslu,
ze kazda dokazatelna formule ma pii kazdém pravdivostnim ohodnoceni
hodnotu 2. Dokazte, ze formule =—p — p, (-p — —¢) — ((-p —¢) — p) a
(=p — —q) — (¢ — p) nejsou v tomto systému dokazatelné (protoze existuje
pravdivostni ohodnoceni, které jim dava jinou hodnotu nez 2).

. Rozhodnéte, které formule z cviceni 1 jsou dokazatelné v kalkulu z cviceni 5.

Névod. Narozdil od cviceni 1 je tentokrat asi vyhodnéjsi dokazat difv (c)
nez (b) a diiv (f) nez (e).
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1.3 Predikatova logika

Formule predikdtové logiky ([S 51-53]) jsou sestaveny z atomickych formuli po-
moci logickych spojek a kvantifikdtoru ¥V a 3. Atomicka formule se vidy sklada
z jednoho predikdtového symbolu (téz relacniho symbolu) né&jaké cetnosti n a
z n termt. Termy jsou sestaveny z proménngch (a konstant) pomoci funkcénich
symboli. Funkéni symboly Cetnosti nula se nazyvaji konstanty. Funkéni a pre-
dikatové symboly jsou prvky predem zvolené mnoziny nazyvané jazyk. Prvkim
jazyka se nékdy tikd mimologicke symboly.

V [S 51-52] jsou uvedeny priklady jazykt. Jazyk teorie grup ma dva funkéni
symboly (jeden bindrni a jednu konstantu). Teorie uspofadani a teorie mnozin
maji shodné jeden binarni predikatovy symbol. Za jazyk aritmetiky povazujeme
mnoZinu {+,,0,9,<}, kde +, -, S, 0 jsou dva bindrni, jeden unarni funkéni
symbol a konstanta, < je binarni predikat. Symbol = pro rovnost mize nebo
nemusi byt pokladadn za automatickou soucést jazyka. V teorii grup ale musi;
bez alespon jednoho predikatového symbolu bychom nemohli napsat ani jednu
formuli.

Piiklad 1 —(z=0) — Jo(v-z=y) aVaVy(S(S(0))  (y-y) =z -x) — y=0)

jsou aritmetické formule.

Vyskyty proménnych ve formulich se déli na volné a vdzané [S 55]. Formule
bez vézanych vyskytd proménnych (tj. bez kvantifikitorii) se nazyva otevienou.
Uzavrend formule nebo téZ sentence je formule bez volnych proménnych.

Piiklad 2 Druh4 formule predchézejiciho piikladu je sentence. Formule S(0) <
0 Vv S(0)+S(S(0)) = S(S(S(0))) je dokonce oteviend sentence.

Struktura M pro dany jazyk L mé neprazdnou nosnou mnozinu (universum)
M a realizaci s™ kazdého symbolu s € L. Realizaci n-arniho predikitového
symbolu je (libovolnd) n-arni relace na mnoziné M, realizaci n-arniho funkéniho
symbolu je n-arni operace na M, tj. funkce z M™ do M. V predikdtovém poctu
s rovnosti se rovnitko pokladd za vzdy pritomny logicky symbol. Jeho rea-
lizaci je vzdy rovnost (tj. diagondla) na M. To samoziejmé neznamend, ze
v predikdtovém poc¢tu bez rovnosti nesmime nékterému bindrnimu predikatu
fikat rovnitko. Odpada jen povinnost je urcitym zpusobem realizovat.

Piiklad 3 Kazdd mnozina s jednou bindrni operaci a s jednou konstantou
(bez ohledu na to, je-li grupou) je piikladem struktury pro jazyk teorie grup.
Struktura R = (R, +®,-B 0,.+1,<R) tj. mnozina vsech realnych é&isel s ob-
vyklymi operacemi a uspofddanim (zapis “.4+1” oznacuje pfi¢itani jednicky cha-
pané jako unarni funkce), je strukturou pro aritmeticky jazyk. Horni indexy u
funkeci a relaci budeme pokud mozno pomijet. Takze strukturu pfirozenych cisel
s obvyklymi operacemi (ktera je strukturou pro tyz aritmeticky jazyk) budeme
zapisovat N = (N, +,-,0,.+1,<) a strukturu redlnych ¢isel budeme zapisovat
R=(R,+,...).
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Tarského definice pravdy [S 58] uréuje pravdivostni hodnotu dané formule
v dané struktufe pri daném ohodnoceni, tj. urCuje, zda dana formule je nebo
neni spinéna v dané struktufe pfi daném ohodnoceni proménnych. Splnénost
formule ¢ v M danym ohodnocenim e se znaéi M |= ¢le]. Je-li ¢ splnéna kaz-
dym e, fekneme, Ze ¢ plati v M a piSeme M |= ¢. V terminologii “plati-splnéna”
(ale nikoliv ve znadeni) jsme se ponékud odchylili od skripta [S 59]. U¢inili jsme
to ve snaze uvést do souladu obraty “splnénd formule” a “splnitelna formule”,
a to ve vyrokovém i v predikdtovém poctu. Pravdivostni hodnota formule ¢ pfi
ohodnoceni e zavisi jen na ohodnoceni téch proménnych, které se ve ¢ vyskytuji
volné. Tedy sentence je v néjaké struktufe splnéna, pravé kdyz tam plati, a to
je pravé kdyz jeji negace neplati.

Priklad 4 Prvni formule z pfikladu 1 je ve struktufe N splnéna napf. dvojici
[3,15] (tj. ohodnocenim proménngch, které proménné x pfifazuje hodnotu 3 a y
hodnotu 15). Ve struktufe R tato formule dokonce plati. Druha formule plati ve
struktufe R, v N plati jeji negace. Je-li ¢ libovolna formule v néjakém jazyce L,
pak formule JyVxyp — VzIye plati v kazdé struktuie pro jazyk L.

Se strukturou N piirozenych ¢isel s obvyklymi operacemi a relacemi se v na-
Sem textu jesté mnohokrat setkame. Nazyvame ji standardnim modelem arit-
metiky. Formule aritmetického jazyka umoznuje vyjadiit nejen obecna fakta
o ¢islech, jako tfeba formule VaVy(x +y = y + ), ale i fakta o konkrétnich
prirozenych ¢islech, jako tfeba formule

Vavy(z -y = S(5(5(0))) — = =5(0) v = = 5(5(5(0)))) ,

kterd vyjadiuje, zZe ¢islo t¥i je prvoéislo. Termtm 0, S(0), S(S(0)), ... iikame
numerdly (nékdy té7 cifry) a znacime je 0, 1, 2, ... . Soudasti Tarského definice
pravdy je i definice hodnoty (realizace) t™[e] termu ¢ ve struktufe M pii ohod-
noceni proménnych e. Numerély neobsahuji proménné (jsou to uzaviené termy)
a jejich realizace nezaviseji na ohodnoceni proménnych: realizaci numeralu m
ve standardnim modelu je &slo m, tedy m™ = m. Kazdy prvek standardniho
modelu je realizaci nékterého numeralu. Je dulezité odlisit numeraly od promeén-
nych. Napfiklad z 4+ y = z je jedna formule, ktera je nebo neni splnéna podle
toho, jaké hodnoty pfifadi ohodnoceni proménnych proménnym z,y, z. Naproti
tomu 7 + M = k je schema, které zastupuje rtizné formule, jinou pro kazdou
trojici n,m, k. Kazda z nich je ale sentenci a jeji pravdivost tedy nezavisi na
ohodnoceni proménnych.

Formule ¢ jazyka L je (logickym) disledkem mnoziny formuli A (¢ vyplgvd
z A), jestlize v kazdé struktuie M pro jazyk L je ¢ splnéna kazdym ohodnocenim
proménnych, které v M splituje vSechny formule z A. Symbolicky:

AlEyp iff YMVeM E Ale] = M = ¢le]).

Jako ve vyrokovém poctu, dusledek formule ¢ je totéz, co dusledek mnoziny {v},
a formule jsou (logicky) ekvivalenini, jestlize kazd4 je dusledkem té druhé. For-
mule, kterd je disledkem préazdné mnoziny (tj. plati v kazdé struktufe pro svij
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jazyk), se nazyva logicky platnou formuli nebo téz predikdtovou tautologii. Po-
dobné jako ve vyrokovém poc¢tu symbol | uzivdme ve dvojim vyznamu. Vlevo
od néj mize stat bud struktura nebo mnozina formuli.

Piiklad 5 Méjme jazyk s jedingm unarnim predikdtem P. UvaZujme dvou-
prvkovou strukturu M, kde M = {a,b} a PM = {a}. Pak M | P(2)a],
M W P(x)[b], M £ VaP(z). Tedy formule VzP(x) neni disledkem mnoZiny
{P(x)}.

Piiklad 6 Mgjme jazyk L = {+,0,5}. Uvazujme strukturu

M = ({a7b}7+M,SM,6M>, kde 0 = a a operace +M . SM jsou definovany

takto:
sM +M
al|b a
b|b b

Diky pfitomnosti symbolti 0 a S lze uzivat numeraly. MaZeme se tedy ptat, zda
formule 1 + 1 = 2 plati v M. Lehce lze ovérit, Ze neplati. Neni to tedy logicky
platnd formule. Snadno bychom ovéfili, Ze také formule 2-2 = 3 (ani jeji negace)
neni logicky platnou formuli. Nicméné obé formule Jz(2 - x = 3) a Jz(z -z = 3)
jsou dtisledkem formule 2 - 2 = 3.

[SESH IS
Q oo

Piiklad 7 Kazdé dvé formule tvaru —Vazp a dz—¢ jsou spolu ekvivalentni.
Kazdé formule tvaru JyVzp — VaxIyy je logicky platnou formuli. Totéz plati pro
kazdou formuli tvaru ¢ — (Jvy) — ). Obecné kazda vyrokova tautologie je zéro-
ven logicky platnou formuli. Kazda formule je ekvivalentni formuli v prenexnim
normdlnim tvaru, tj. formuli, v niz vSechny kvantifikatory predchéazeji vSechny
logické spojky. Pro prevedeni formule na prenexni normélni tvar existuje efek-
tivni algoritmus, ktery je zaloZen na tzv. preneznich operacich, viz [S 79 (a)—(e)].

Chceme-li ukazat, ze néjaka formule ¢ nevyplyva z néjaké mnoziny predpo-
kladti A, podle definice médme najit strukturu M (a ohodnoceni proménnych,
jsou-li v A nebo ¢ volné proménné) takovou, ze M = A a M [~ ¢. To jsme také
udélali v pfikladu 5. Pfitom by nas mohly napadnout tyto otazky:

1. Je nékdy nutné volit strukturu M nekonecnou?

2. Je nekdy nutné volit strukturu M dokonce nespocetnou?

Odpovéd na druhou otédzku dava Lowenheim-Skolemova véta v nasledujicim pa-
ragrafu. Rovnéz odpovéd na prvni otdzku se vyjasni nejpozdéji v pristim para-
grafu.

Véta 1.4 (o kompaktnosti) (a) Mnozina A predikdtovych formuli je splni-
telnd, prave kdyz kazdd konecna F C A je splnitelnd.
(b) A = ¢, pravé kdyz existuje koneénd F C A takovd, Ze F |= .

Véta o kompaktnosti je v [S 112 a 114] odvozena z véty o silné tiplnosti. Uvadime
ji uz v tomto misté proto, abychom zachovali podobnost textu o predikatové
logice s textem v 1.1 a 1.2 o vyrokové logice, a také abychom zdutraznili, Ze
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kompaktnost povazujeme za sémanticky princip. Sémanticky v tom smyslu, Ze
znéni se netyka pojmu formélni dikaz.

Obratme se nyni k tkolu charakterizovat logickou platnost a vyplyvani po-
moci vhodného diikazového kalkulu. V jeho konstrukci se uplatiiuje substituce
termi za proménné. Soucasnou substituci termi ¢y, .., t, za proménné x1,.., T,
do termu s nebo do formule ¢ znaéime sz, . 2, (t1,..,tn) T€SP. Vuy.. a, (t1,- 5 tn)-
Substituuje se jen za volné proménné a to vzdy za vSechny vyskyty. Ne kazdy
term je substituovatelny za libovolnou promeénnou do libovolné formule, viz
[S 60-61]. Za ilustrativni povazujeme také piiklad [S 69], ktery ukazuje, 7e
Pu,y(t, 8) nemusi byt totéz, co (p(t)),(s).

Dikazovy systém pro predikatovou logiku je dan logickymi axiomy a odvozo-
vacimi pravidly. My se zabyvame dikazovym systémem, ktery vznikne pfidanim
axiomu a pravidel o kvantifikdtorech k vyrokovému systému se schematy A1-A3
resp. A1-A7 a s pravidlem modus ponens ¢, ¢ — 1 / ¢, viz par. 1.2. VSechna
schemata z par. 1.2 ovSem chapeme tak, Ze za ¢, resp. x lze dosadit libovolné
predikatové formule. Dokazatelnost z mnoziny predpokladi je definovéna stejné
jako v 1.2. Jako kvantifikdtorova pravidla a axiomy pfijméme nasledujici dvojici

B1: Ve — pg(t) , pokud ¢ je substituovatelny za x ve ¢
GEN: ¢ —¢p /¢ —Vap , pokud z neni volna ve 1

Této dvojici fikdme aziom specifikace (nebo konkretizace) a pravidlo generali-
zace. Misto nich by také slo pfijmout néasledujici trojici s jednodussim pravidlem
generalizace

BI: Vo — g (t) , pokud ¢ ... (jako vySe) ...
B2: Va(yp — ¢) — (¢ — Vap) , pokud z neni volnd ve 1)
GEN*: ¢ /Vzp

Snadno lze ukazat, Ze obé verze jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze z nich lze doka-
zat stejné formule. Zdtvodnéme na ukazku, zZe schema B2 lze dokazat v systému
s B1 a GEN. Podle véty o dedukci staci dokazat formuli ¢ — Vxp z pfedpokladu
Vz (1 — ¢), pokud se podaii splnit podminku (viz [S 73-74]), Ze v diikazu ne-
pouzijeme generalizaci na zddnou proménnou volnou v predpokladu V(i) — ).
Nevadi ale pouZit generalizaci na proménnou x. TakZe pojdme na to:

Vr(yp — ) EVo(y — o) — (v — ¢) ; Bl. z je totiz substituo-
; vatelna sama za sebe

Ve(p — o) Fyp - ; MP

Va(y — ) B — Vap ; GEN, z neni volné v ¢

Kvantifikdtor 3z muzeme povazovat za zkratku zapisu —Vz—. Kdybychom to
udélat nechtéli, prijali bychom axiom
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B3: Jxp = -Va-p
nebo dvojici

I-Bl: ¢, (t) — Jzp
IF-GEN: o = / Jzp — 9

s podminkami pro x,t stejnymi jako u B1 a GEN.

V predikatovém poctu s rovnosti musime samoziejmé prijmout také axiomy
nebo pravidla o rovnitku. Ty mohou vypadat napt. takto

El: r==x

E2: r=y > y==a

E3: r=y&y=z > x=2z

E4: r1=p1 & .. &xp=yn — F(z1,..,2,) = F(y1,..,Yn)
E5: 1=y & .. &xp=y, — (P(x1,..,2n) = P(y1,-.,Yn))

kde E1-E3 jsou jednotlivé axiomy a E4, E5 jsou schemata; kazdy funkéni a
predikatovy symbol ma jeden axiom tvaru E4 resp. E5. O predikatovém poctu
s rovnosti je v [S] fe¢ na strané 84-87.

Dtkazovym systémiam jako je vysSe popsany, které maji jen méalo jednodu-
chych pravidel a k tomu vétsi pocet logickych axiomi, se fika hilbertovské. Vi-
dime, ze i hilbertovskych systémt je pfinejmensim né€kolik. Vnucuje se otézka,
které vlastnosti musi logicky kalkulus mit, abychom jej uznali za piipustny nebo
dokonce ten pravy. Tak tedy: axiomy a pravidla dikazového systému by mély
byt definovany cisté syntakticky, bez odvolani se k sémantice. Tato vlastnost
umoznuje sestrojit algoritmus, ktery rozhoduje, zda dané formule je nebo neni
logickym axiomem nebo zda je nebo neni odvozena jednim krokem z danych
predpokladi. A dale, pro dikazovy systém by meéla platit véta o aplnosti, ktera
fikd, 7e dokazatelné jsou piesné ty formule, které maji byt dokazatelné (z hle-
diska sémantiky). Popsany kalkulus obé podminky spliiuje.

Véta 1.5 (o uplnosti, G&del 1930) Formule ¢ je dokazatelnd z prdzdné mno-
Ziny predpokladi, prdvé kdyz ¢ je logicky platnou formuli.

Véta 1.6 (o silné tplnosti, [S 99-100]) (a) MnoZina sentenci A je splnitel-
nd, pravée kdyz je bezespornd.
(b) Je-li ¢ formule a A mnoZina sentenci, pak

At @, pravé kdyz A .

Pojem bezesporné mnoziny je ovsem definovan stejné jako ve vyrokovém poctu.
Piedpoklad, ze ve formulich z A nejsou volné proménné, je v (b) podstatny.
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Formule V2 P(z), kde P je unédrni predikdtovy symbol, je dokazatelnd z predpo-
kladu P(x). V piikladu 5 jsme ale vidéli, Ze neni jeho diisledkem. Tento piiklad
zaroveni ukazuje, pro¢ je ve vété o dedukci nutny predpoklad o (neexistenci)
volnych proménnych, viz [S 73].

Vétami o korektnosti se opét mini vSechny tfi implikace = v obou vétach.
Zminme se o implikaci = v (b). Kdyz A F ¢, pak existuje dikaz @1, .., pm (= ¢)
formule ¢ z pfedpokladi A. Daéle se postupuje indukci podle i < m. Je ale nutné
si uvédomit, jak presné zni tvrzeni, které dokazujeme indukci. KazZdd p; plati
v kaZdé (nebo v dané) strukture, v které plati vSechny formule z A. Nepodafilo
by se dokazat, ze kazdad ¢; je v dané struktufe splnéna danym ohodnocenim
proménnych (které spliiuje v8echny formule z A). To souvisi s rozdilem mezi
pravidly MP a GEN. Kdyz ¢ i ¢ — % jsou splnény v M néjakym ohodnocenim
proménnych e, pak i ¢ je splnéna timtéz ohodnocenim e. O pravidlu generali-
zace lze ale Tici pouze, ze kdyz v je odvozena pravidlem GEN z ¢ a ¢ je v M
splnéna kazdym ohodnocenim, pak i ¢ je v M splnéna kazdym ohodnocenim
proménnych.

Doporucujeme ctenaii, aby si na tomto misté rozmyslel, ze vSechny vztahy
mezi podminkami vét o kompaktnosti a iplnosti zminéné v par. 1.2 platii v pre-
dikatovém poctu. To je samoziejmé néco jiného nez vlastni dikaz véty o uplnosti.
Ten je v [S] na strandch 101-112.

Podobné jako ve vyrokovém poctu véty o kompaktnosti a tiplnosti plati bez
ohledu na mohutnost jazyka. Chceme-li ale uvazovat o algoritmické rozhodnu-
telnosti, predpokladame, ze jazyk je nejvyse spocetny a ze jsme prijali néjakou
dohodu na téma nekoneénd mnozina symbolu je vlastné nekone¢nou mnozinou
jednoduchych slov sestavenych z koneéné mnoha elementarnéjsich symbold. Teo-
rie “ze zivota” maji dost ¢asto dokonce koneény jazyk. Aleiv tom piipadé mame
co délat s nekone¢né mnoha symboly: uz proménnych je nekonec¢né mnoho.

V tomto paragrafu jsme vidéli, Ze pojem struktura pro dany jazyk spolu
s ohodnocenim proménnych hraji v sémantice predikatové logiky podobnou tlohu
jako pravdivostni ohodnoceni ve vyrokové logice. Rozdil je v tom, ze sémantika
predikatové logiky nedava zadny navod, jak sestrojit algoritmus, ktery by roz-
hodoval, zda formule je logicky platna nebo zda vyplyva z danych predpokladii.
Bylo by tfeba ovéfit, ze néco plati o vSech strukturach, ale struktur je nekonecné
mnoho a nékteré z nich mohou byt nekonecné. Ptesto takovy algoritmus v né-
kterych pripadech, tj. pro nékteré jazyky nebo nékteré mnoziny predpokladi,
(kupodivu) sestrojit 1ze. V jinych pfipadech lze naopak dokazat, Ze takovy al-
goritmus neexistuje. S ukazkami obojiho se jesté setkame.

Mame-li kone¢nou strukturu M pro koneény jazyk, jejiz predikaty a operace
jsou zadany tabulkami, pak ovSem lze snadno sestrojit algoritmus pro rozhodo-
vani, zda dand formule v M plati. Nebude to ale pfilis efektivni algoritmus.
Mnozina vSech formuli platnych v pfedem dané konecné struktuie M je totiz
skoro vzdy (tj. za slabych pfedpokladi o strukture M) PSPACE-tGplnym jazy-
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kem.

Jedna véc ale je stejnd jako ve vyrokovém poctu. Lze sestrojit mechanickou
proceduru, ktera postupné generuje véechny dikazy (v daném jazyce a z prazdné
mnoziny piedpokladil) nebo vSechny dokazatelné formule. Tato tvaha spolu
s vétou o uplnosti ukazuje, ze vSechny logicky platné formule v daném naptiklad
konecném jazyce tvori rekurzivné spocetnou mnozinu.

Cviéeni

1. Pievedte nésledujici formule na prenexni normélni tvar

Va(P(r) — Vy(Q(e,y) — —VzR(y,2)))
JxA(x,y) — (B(x) — ~Jud(z,u))
P(z,y) — F(Qy) — (F2Q(z) — R(y)))

Stanovte, zda a jak moc se formule prevedenim na prenexni tvar prodlouzi.

2. Nechf P, @Q jsou unarni a R binérni predikat. Dokazte, Ze nésledujici formule
jsou logicky platné, ale obratime-li (vnéjsi) implikaci, ve vSech p¥ipadech
vznikne formule, ktera neni logicky platna.

Jz(P(z) & Q(z)) — JxP(z) & JxQ(x)
VaP(z) V VzQ(z) — Yz (P(z) V Q(x))
JaVyR(z,y) — VyIzR(x,y)

Ve(P(r) — Q) — (VoP(z) — VoQ(x))
Va(P(z) — Q) — (FzP(z) — J2Q(x))

3. Najdéte formuli ¢ a mnozinu formuli A takovou, Ze ¢ plati ve vSech konec-
nych strukturach, ve kterych plati vSechny formule z A, ale ¢ nevyplyva
z A. Lze mnozinu A volit kone¢nou?

4. Najdéte sentenci v prislusném jazyce, ktera plati jen v jedné resp. jen v jedné
ze ti1 struktur
(a) (R,+,-,0,1), (Q,+,-,0,1)
(b) (N, <), (Z,<), (@, <)
Prislusnym jazykem se mysli jazyk se dvéma bindrnimi funkénimi symboly
a se dvéma konstantami v (a) a jazyk s jednim bindrnim predikdtovym
symbolem v (b). Vsechny formule myslime v predikdtovém poétu s rovnosti.
N, Z, Q a R zna¢i mnoziny vSech pfirozenych (s nulou), celych, racionalnich
a realnych cisel.

5. Necht T je teorie s jazykem {€} s jedingm bindrnim predikitem a s axiomy

Vavy(Vo(v €z = v €y) — z=1y)
JxVo-(v € x)
VeVyIzVo(vex Vv=y — v € 2)
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(a) Dokazte pomoci kone¢nych modelti, Ze v T nelze dokéazat zédnou z for-
muli Va(z & z) ani ~Fa2Vo(v € ).

(b) Dokazte, Ze zadny ze t¥{ axiomu teorie T' neni dokazatelny z ostatnich
dvou.

6. Nechf ¥ je mnozina formuli, ktera je ekvivalentni s néjakou koneénou mno-
zinou formuli A (v tom smyslu, Ze kazdy prvek kterékoliv mnoziny vyplyva
z druhé mnoziny). DokaZte, Ze v tom piipadé je ¥ ekvivalentni i s jistou
kone¢nou mnozinou A’ takovou, ze A’ C 3.

7. Dokazte, Ze pokud existen¢ni kvantifikitor dx povazujeme za zkratku pro
—Vz—, pak 3-Bl je dokazatelné schema a 3-GEN je korektni v systému s
B1 a GEN. Pokud bychom naopak univerzalni kvantifikdtor povazovali za
zkratku, pak B1 a GEN jsou dokazatelné z 3-B1 a 3-GEN.

8. Dokazte bez uziti véty o tplnosti, ze formule v cviceni 2 jsou v predikatovém
poctu dokazatelné.

9. Predstavte si, Ze bychom sémantiku predikatové logiky modifikovali tak, ze
by se pripoustély jen vSechny neprazdné konecné struktury. Dokazte, ze
pro “logiku” s takto definovanou sémantikou (tj. pro mnozinu vSech formuli
platnych ve vSech koneénych neprazdnych strukturach) by neplatila véta o
uplnosti ani véta o kompaktnosti.

Néavod. Pouzijte cviceni 3. Daéle najdéte mnozinu sentenci, jejiz kazda
konecna cast je, ale celd neni splnitelnd v koneéné strukture.

1.4 Teorie, vlastnosti teorii, priklady

Axiomatickd teorie je dana volbou jazyka L a mnoziny T sentenci v L. Prvkim
mnoziny T iikdme aziomy teorie (L,T). Misto (L,T) budeme ale psat jen T,
jako kdyby na volbé jazyka nezdlezelo. A ono opravdu moc nezélezi. Za jazyk
totiz vzdy mtzeme vzit seznam téch symbolu, které se vyskytuji v axiomech.

Narozdil od [S] pozadujeme, aby axiomy nemély volné proménné. Kdy-
bychom to snad nékdy nedodrzeli a tekli tfeba, ze axiom je x +y = y + x,
myslime samoziejmé, Ze axiom je formule VaVy(x + y = y + x), tj. za skuteény
axiom povazujeme univerzalni uzdvér dané formule. Pozadavek, aby predpo-
klady neobsahovaly volné proménné, se vyskytuje (mimo jiné) ve vé&té o tiplnosti
a vidéli jsme, Ze tam ma dobry smysl. Jak to, Ze se ale takovy pozadavek nevy-
skytuje ve vété o tiplnosti uvedené v [S]? Je to proto, Ze jsme se od [S] odchylili
uz v definici dfisledku. Definice v [S 93]

TEe iff VM(VeVyp € T(M = ¢e]) = Ve(M = ¢le]))

splyva s nasi definici v pfipadé, ze T je mnozina sentenci, a umoznuje opticky
obecnéjsi formulaci véty o tplnosti. Neumoziiuje ale definovat, co jsou ekviva-
lentni formule. A to jsme v minulém paragrafu potiebovali.
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Umluvme se, ze odtud déle vSechny teorie a jazyky myslime v predikdtovém
poctu s rovnosti.

Priklad 1 Teorie grup mé jazyk s jednou binarni operaci a s jednou konstantou
a znadmou trojici axiomt, viz [S 165]. Modely teorie grup jsou pravé vsechny
grupy. Teorie DNO (DeNse Order) linedrniho hustého uspotfdddni mé jeden
binarni predikat < a axiomy

VaVyVz(z <y & y <z — x < 2)
VaVy(z <y — —(y <))

VaVy(z <y Vae=y V y<uz)
VeVy(z <y — Fz(x <z & 2 <y))
Vadzi3ze(z1 < 2 & < 23)

Modely teorie DNO jsou pravé vSechny linearné husté usporddané mnoziny bez
koncovych boda. Kdybychom pfijali jen prvni dva nebo jen prvni tfi axiomy,
dostali bychom teorii (ostrého) uspordddni resp. teorii LO (ostrého) linedrniho
usporaddnyi.

Priklad 2 Existuji razné verze teorie mnozin formulované v jazyce {€} s je-
dinym binarnim predikatem. Nejbéznéjsi jsou Godel-Bernaysova teorie mnozin
s koneénym poctem (asi étrndcti) axiomt a Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin
s kone¢né mnoha axiomy a nékolika axiomatickymi schematy. Modelem teo-
rie mnozin je samoziejmé kazda mnozina s jednou binarni relaci, ve které plati
vSechny axiomy. Potiz je ale v tom, Ze neni znama zadna “pfima” konstrukce
modelu (nékteré) teorie mnozin. Podle véty o tplnosti takovy model samoziejmé
existuje, pokud je teorie mnozin bezesporna. Ale ani zadné dilkkazy bezespornosti
teorie mnozin, které by nepouzily néjaké diskutabilni pFedpoklady (napf. Ze exis-
tuji nedosazitelné kardinaly), nejsou zndmy. Druhd Gédelova véta o neiplnosti,
s kterou se setkame déle, ukazuje, ze je to zakonité.

Priklad 3 Je-li M néjaka struktura pro néjaky jazyk L, pak Th(M) je mnoZina

{¢; ¢ jesentence v.LaM [ p}.

Mnozinu Th(M) nazyvame teorii struktury M. Tento piiklad mé zdiraznit,
ze v definici teorie skutecné stoji “mnozina” a Ze mnoZina axiomu nemusi byt
totéz co “uhledny seznam”. Véty o kompaktnosti a tplnosti se vztahuji i na
teorie, u kterych neni zfejmé, zda mnozina axiomu je algoritmicky rozhodnu-
telna. Teorii Th(R) nazyvame teorii redlngch c¢isel a Th(IN) nazyvéime dplnou
aritmetikou.

Vidime, ze nékteré vlastnosti struktur jsou vyjddritelné formuli nebo mnozi-
nou formuli v tom smyslu, v jakém je vlastnost “byti linedrné usporadanou mno-
zinou” vyjadfitelnd axiomy teorie LO. Jsou vSechny vlastnosti struktur takto
vyjadriitelné? Rozhodné ne. Napiiklad “miti ur¢itou mohutnost” je ptiklad vlast-
nosti, kterd vyjadfitelna neni. Podle Lowenheim-Skolemovy véty [S 173] kazd4
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teorie, kterd ma nejvyse spocetny jazyk a alespon jeden nekoneény model, ma
modely vSech nekone¢énych mohutnosti. Pro teorii Th(R) tento fakt znamena,
Ze existuje spocetné usporadané téleso, ve kterém plati presné tytéz sentence
v aritmetickém jazyce, jako plati v télese R vsSech realnych ¢isel. To se muze
zdat prekvapivé, protoze z analyzy vime, ze urcita vlastnost urcuje usporadani
realnych ¢isel az na izomorfismus. Mame na mysli toto tvrzeni. KdyZ (A4, <4) je
linearné husté usporadand mnoZina bez minima a maxima, kterd obsahuje spo-
cetnou hustou podmnoZinu a ve které kazZdd neprdzdnd shora omezena ¢dst md
suprémum, pak (A, <a) je izomorfni s uspofddanim redlnych éisel(R, <). Toto
tvrzeni ale neni ve sporu s existenci spocetného modelu teorie Th(R). Exis-
tence takového modelu je ale dtikazem, Ze vySe zminéna vlastnost (zvyraznéna
odlisnym typem pisma) neni vyjadfitelnd formuli ani mnozinou formuli v arit-
metickém jazyce.

U ptikladu 2 jsme poznamenali, ze vlastné neni zndm zadny dikaz existence
modelu teorie mnozin. Pokud ale takovy model existuje, pak podle Lowen-
heim-Skolemovy véty existuje i spocetny model teorie mnozin. Tento fakt se
rovnéz muze na prvni pohled zdat paradoxni.

Nespocetny model tplné aritmetiky Th(IN) a obecné kazdy model teorie
Th(N), ktery neni izomorfni s N, nazyvame nestandardni. Vidime, Ze ani
vlastnost “kazdy prvek ma jen konecné mnoho predchtidcii” neni vyjadiitelné
v aritmetickém jazyce a to af pfedchidce myslime ve smyslu usporddani nebo
ve smyslu naslednické funkce S. Neni ndhodou existence nestandardnich modeli
Th(N) mozna jen diky tomu, Ze se pfipoustéji i nespocéetné modely? Ne, s uzitim
véty o kompaktnosti lze dokdzat, viz [S 115], ze Th(IN) m4 i spocetné nestan-
dardni modely. Jiny skolni priklad na uziti véty o kompaktnosti je priklad 11
v [S 119]. Dobie, neni to tedy potom tak, Ze kazd4 teorie m4 rizné modely kazdé
dané mohutnosti? Hned uvidime, Ze ani to neni pravda.

Necht x je nekone¢ny kardinal. Rekneme, Ze teorie T je k-kategorickd, jestlize
kazdé dva modely teorie 7" mohutnosti x jsou spolu izomorfni.

Priklad 4 Krajni teorie, kterd nemd zadné mimologické symboly (mé ovSem
rovnitko) a zadné axiomy, je k-kategorickd pro kazdé nekonecéné k. Uvazujme
teorii SUCC, kterd m4 jazyk {0, S} a axiomy

Q1: S(x) #0

Q2 S()=50) — =y

Q3: x#0 — Jy(z=S(y))
Ln: SM(z)#x ,pron#0

V zapisu axiomt jsme vynechali ivodni univerzalni kvantifikdtory. S (z) po-
chopitelné znamena term S(S...S(z)...) s n vyskyty symbolu S. A posledni
tfadek oznaceny Ln myslime jako nekoneéné mnoho axiomt, jeden pro kazdé
n # 0. Teorie SUCC neni Ry-kategorickd, protoze kromé N— = (N,0,.+1)
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ma jeSté napiiklad model N~ + Z~, jehoZ nosnd mnozina je disjunktnim sjed-
nocenim mnoziny pfirozenych ¢isel N a mnoziny celych ¢isel Z, funkce S je
realizovana “normalnd” pfi¢itdnim jednicky v obou mnoZinach a 0 je realizovana,
prirozenou — nikoliv celoc¢iselnou — nulou. Minus v hornim indexu znamena,
ze uvazujeme strukturu pro jazyk jen se dvéma symboly, neuvazujeme séitani
a nasobeni jako v prikladu 3. Naproti tomu o teorii DNO linearniho hustého
uspofadani z pifkladu 1 mizeme dokdzat, ze je No-kategorickd. Necht (A, <1)
a (B, <3) jsou libovolné dva jeji spocetné modely. Necht A = {ag,a1,aq,...},
B = {bg,b1,b2,...}. Izomorfismus f : A — B obou struktur se sestroji rekurzi
tak, ze v kroku 2n uréime f(a,) € B a v kroku 2n + 1 uréime = € A takové,
Ze f(z) = by, a to vidy tak, Ze dosud sestrojeny koneény fragment funkce f
zachovava usporadani obou mnozin.

Dejme tomu, Ze existenci nestandardnich (tj. neizomorfnich s (N,0,.+1))
modeli teorie SUCC budeme na chvili povazovat za nezadouci. Neslo by je
zakdzat pridanim dalSich axiomu k teorii SUCC, které by tieba v N~ + Z~
neplatily? I u jinych teorii miZzeme uvazovat o moznosti pridat néjaké axiomy.
Aby to mélo smysl, pfidané axiomy nesméji porusit bezespornost teorie a nemély
by vyplyvat z dosavadnich axiomi. Napiiklad vSechny formule tvaru

IND™: ¢,(0) & Va(p — ¢.(S(z))) — Vap

kde minus v indexu opét upozoriiuje na nepiitomnost s¢itani a nasobeni, plati
v (N,0,.4+1) a jejich pfidéni tedy neporusi bezespornost. Je mezi nimi néktera
, kterd neni dokazatelnd v teorii SUCC? Je mezi nimi nékterd, kterd neplati
vN™+Z77

Necht 7 je teorie v jazyce L. Rekneme, ze T je tplnd, jestlize T je bezesporna
a pro kazdou sentenci ¢ plati T'F ¢ nebo T F —¢. Rekneme, Ze sentence ¢ v L
je nezdvislda na T, jestlize ¢ ani - neni v T dokazatelna.

Piiklad 5 Robinsonova aritmetika Q mé aritmeticky jazyk {+,-,0,5, <}, axi-
omy Q1-Q3 z prikladu 4 a dale axiomy

Q4: r+0=z

Q5: z+ S(y) = S(xz+vy)
Q6: z-0=0

Qr: z-Sly)=x-y+=x
Q8: r<y=Fw+a=y)

Robinsonova aritmetika je netplné teorie. Cviceni 12 ukazuje nékolik sentenci
— mezi nimi Yz (0+z = z) —, které plati v N a jsou nedokazatelné v Q. Rovnéz
schema Ln je v Q nedokazatelné. Naproti tomu Th(IN) a také kazd4 jina teorie
tvaru Th(...) je uplna.

Méjme néjakou teorii T, kterd je neuplnd. Nechf ¢ je nékterd sentence ne-
zévisla na T. To znamend, ze ob€ teorie T, ¢ i T, —p jsou bezesporné a maji
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tedy néjaké modely My a Msy. Kdyby M; a My byly izomorfni, musely by
v nich platit stejné sentence, viz cviceni 9. Tedy M; a My nejsou izomorfni.
Priddme-li navic podminku, Ze T nemd zadné konecné modely, mizeme diky
Lowenheim-Skolemové vété pozadovat, aby My a Mo mély stejnou mohutnost.
Tim jsme dokéazali nasledujici vétu.

Véta 1.7 (Vaughttv test) Necht T md nejvyse spocetny jazyk, nemd Zddné
konecné modely a je r-kategorickd pro néktery nekonecény kardinal . Pak T je
uplnd.

Priklad 6 Teorie DNO nem4 zddné kone¢né modely a je Ng-kategoricka. Tedy je
uplna. Obratme se nyni k teorii SUCC. Necht (M, a, f) je libovolny model teorie
SUCC. Tedy a € M a f: M — M. Z platnosti axiomi plyne, ze f je prosta
funkce a ze pro jeji obor hodnot plati Rng(f) = M — {a}. Definujme na M
relaci ~ takto: = ~ y, pravé kdyz néktery prvek dvojice {x,y} je z druhého
dosazitelny kone¢né mnoha skoky funkce f. Relace ~ je ekvivalence (cviceni:
z platnosti kterého axiomu to plyne?) a kazda tf¥ida rozkladu je nekoneénd (cvi-
¢eni: z platnosti kterého axiomu ... 7). TFida rozkladu obsahujici a je izomorfni
s (N, 0, .4+1), kazd4 jina tfida je izomorfni se (Z, 0, .+1). Jiné t¥idy ovSem nemusi
existovat. Pokud ale celd mnozina M mé nespocetnou mohutnost s, existovat
musi a musi jich byt k. Rovnice Ny - ¢ = k ma totiz v kardinalni aritmetice pro
nespocetné x jediné feseni x = k. Model M mé tedy jedinou moznou struk-
turu: k na obé strany neomezenych “fetizkd” plus jeden “pulfetizek” obsahujici
prvek a. Z toho plyne, ze kazdé dva modely teorie SUCC mohutnosti x jsou
spolu izomorfni. Dokézali jsme, Ze teorie SUCC je k-kategorickd pro kazdé ne-
spocetné k. Dle Vaughtova testu je iplna. To napfiklad znamené, Ze modely
(N,0,.41) a N~ 4+ Z~ se nelisi platnosti Zddné sentence a také, ze schema IND~
je v SUCC dokazatelné.

Rekneme, Ze teorie T je rozhodnutelnd, jestlize existuje algoritmus rozhodujici
o dokazatelnosti formuli v T', tj. jestlize mnozina vSech vét teorie T je rekurzivni.

Priklad 7 Je-li M kone¢nd struktura pro konecny jazyk, pak Th(M) je roz-
hodnutelna teorie.

Véta 1.8 Md-li teorie T rekurzivni mnoZinu axiomu a je uplnd, pak T je roz-
hodnutelnd.

Dukaz. Algoritmus P pfijme vstupni sentenci ¢ a pak postupné probira vSechna
slova v prislusném abecedé a blize se vénuje tém, kterd jsou dikazy v teorii T'.
K rozhodnuti, zda slovo je nebo neni dikazem, potfebuje podprogram, ktery
rozhoduje, zda dand formule je axiomem teorie 7. Takovy podprogram existuje
diky podmince, Ze T mé rekurzivni mnozinu axiomi. Narazi-li P na dikaz
formule ¢, fekne ANO, ¢ je dokazatelnd. Narazi-li na dikaz formule —¢, Fekne
NE, ¢ neni dokazatelna. V obou piipadech skond¢i.
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Piiklad 8 Teorie DNO i SUCC jsou rozhodnutelné.

Nase tuvaha o teorii SUCC je zajimava tim, Ze se v ni spojily mozna dost
vzdalené oblasti matematiky: fakt o nespocetnych modelech mél za nasledek
existenci néjakého algoritmu. Reknéme to presnéji. Algoritmus si mizeme pred-
stavit napsany v né€jakém programovacim jazyce a o jeho existenci pochybovat
nelze. Fakt o nespocetnych modelech se ale uplatnil v diikazu jeho korektnosti.

V tomto misté mizeme prozradit néco, co jsme odklddali ve snaze pfesvéd-
Cit ¢tenare o uzitecnosti ivah o modelech. Existuje i jind metoda pro dikazy
uplnosti a rozhodnutelnosti teorii, kterd se jmenuje eliminace kvantifikdtori.
Jeji pouziti na teorii SUCC ukazuji cviceni 14, 15, 16. S pouzitim eliminace
kvantifikdtord lze dokézat i rozhodnutelnost teorii

Th((N,0,.+1,<,<)) a Th((N,+,0,.4+1,<,<)) .

Postup je jen (v druhém piipadé o hodné) pracnéjsi.

Také teorie Th(R) je rozhodnutelna. Ale pozor: z rozhodnutelnosti Th(R)
nijak nevyplyva rozhodnutelnost teorie Th(N), kde N je standardni model arit-
metiky — se s¢itanim i nadsobenim — z piikladu 3.

Peanova aritmetika PA vznikne pfidanim schematu indukce
IND:  ¢,(0) & Va(p — p(S(z))) — Vap

k Robinsonové aritmetice Q. Na rozdil od ptipadu, kdy jsme se schema indukce
pokusili pfidat k teorii SUCC, tentokrat ¢ mize obsahovat vSechny aritmetické
symboly. A tentokrat pfidani mé cenu: formule ve cviceni 12, o kterych zjistite,
Ze jsou platné v N a nedokazatelné v Q, jsou vSechny dokazatelné v PA. Schema
IND plati v N, tedy N je jednim z modelt PA. Obecné kazdy model teorie Th(IN)
je zaroven modelem PA. Tedy PA méa i nestandardni modely. Bohuzel tak
jednoduchym postupem, jakym je ve cviceni 11 sestrojen nestandardni model
Robinsonovy aritmetiky — zvolit spo¢etnou mnozinu a definovat na ni s¢itani a
nasobeni vétvenim na koneéné mnoho pripadti —, nelze sestrojit nestandardni
model Peanovy aritmetiky. To je divod, pro¢ neni tak snadné rozhodnout, zda
PA je tplnéa teorie.

Vyjmenujme na zévér nékolik otazek, na které jsme neodpovédéli a ke kterym
se vratime v dalsim textu.
1. Je PA 4pind? Pokud ne, neslo by ji zuplnit predanim nékolika axiomu nebo
schemat?
2. Je PA rozhodnutelnd?
3. Je Th(N) rozhodnutelnd? Pokud ne, je mnoZina vSech sentenci platngch v N
alespori rekurzivné spocetna?
4. Je Q rozhodnutelna?
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Cviceni

10.

. (a) Necht T je teorie s jednim binarnim predikdtem R a s axiomy

R(z,z), R(z,y) — R(y,z), R(z,y) & R(y,z) — R(z,2)

Kolik méa T navzajem neizomorfnich napfiklad pétiprvkovych modela?

(b) Formulujte ve vhodném jazyce teorii, kterd mé koneéné modely vSech
moznych sudych mohutnosti a nema zadny model liché mohutnosti. Navod.
Lze ptidat vhodné axiomy k teorii z (a).

. Necht T je teorie v jazyce {<} takov4, ze kazda dobfe usporddand mnozina

je jejim modelem. Dokazte, ze T" musi mit i modely, které nejsou dobfe
usporadané. Pouzijte ndvod k cv. 11 v [S 119).

. 'V jazyce bez mimologickych symboli (tj. jen s predikatem rovnosti) formu-

lujte bezespornou teorii, kterd neméa zadné konecné modely.

. Dokazte, Ze teorie z cvifeni 3 neni kone¢né axiomatizovatelnd (tj. neni

ekvivalentn{ s Zaddnou konefnou mnozinou axiomi). Dokazte, Ze ani teo-
rie SUCC neni kone¢né axiomatizovatelna.
Navod. Pouzijte cvifeni 6 z predchazejictho paragrafu.

. Rozhodnéte, zda teorie DNO je x-kategorickd pro kazdé nekonecéné k.

. Dokazte, ze plati. Teorie T je tplna, pravé kdyz je bezesporna a pro kazdou

sentenci ¢ a pro kazdé dva modely My, M plati M; = ¢ < Mj |E .

. Dokazte, ze teorie z cviceni 3 je Gplna.

. Rozhodnéte, zda plati: je-li T bezesporna teorie a kazdé dva jeji nekonecné

spocetné modely jsou spolu izomorfni, pak T je tplna.

. Necht My, My jsou dvé struktury pro tyz jazyk L a nechf F': M; — M> je

izomorfismus obou struktur. Je-li e ohodnoceni proménnych v M7, ozna¢me
F(e) ohodnoceni v Ma, které kazdé proménné x pfifazuje F' onoho prvku
z M, ktery je proménné x pfifazen ohodnocenim e. Dokazte, Ze pro kazdou
formuli ¢ a kazdé ohodnoceni e plati

M = gle] < Mz = ¢[F(e)]

Ukazte na prikladé, ze pozadavek, aby F byl izomorfismus, nelze nahradit
pozadavkem, ze F' je prosta funkce.

Necht T je teorie, kterd mé neomezené velké koneéné modely. Uzijte vétu
o kompaktnosti k dikazu, ze T" musi mit i nekoneé¢né modely.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Pridejme ke struktufe N pfirozenych ¢isel dva nové prvky a,b a rozsifme
néslednickou funkci na mnozinu M = NU{a, b} pfedpisem S(a) = b, S(b) =
a. Dokazte, ze s¢itani a nasobeni je mozno rozsirit na celou mnozinu M tak,
aby v M platily vSechny axiomy Robinsonovy aritmetiky Q.

Rozhodnéte, zda nasledujici formule jsou dokazatelné v Robinsonoveé arit-
metice Q:

Vo(r < x) VaVy(r+y=0 - 2=0 & y=0)
Vo(r <0 — x=0) VaVy(x <y = S(z) < S(y))

vz (0 < x) Vavy(z -y=0 - 2 =0V y=0)

Vz(0-x =0) Vem<z mz=nmVn+l1<x)

Vo(z-1= 1) VaVyVz((z +y) + 2 =z + (y + x))
VaVydz(z < z & y < 2)

Néavod. NE lze dokézat vhodnou volbou operaci v cviceni 11. Pro vSechna
NE lIze vystacit s jedingym modelem.

Je-li teorie T rozhodnutelna, pak i kazdé rozsifeni T, ¢ teorie T o jeden
axiom ¢ je rozhodnutelné. Dokazte.

Kazd4 formule v jazyce {0,S}, kterd je zaroven oteviend i uzaviend, je
v teorii SUCC dokazatelnd nebo vyvratitelna, a to podle toho, zda plati
nebo neplati v (N, 0,.41). Dokazte.

Névod. Kazda takova formule musi byt boolovskou kombinaci formuli tvaru
n=m.

Necht A je formule v jazyce {0, S}, ktera je konjunkei literalt (literaly jsou
atomické formule a negace atomickych formuli). Dokazte, Ze formule 3z A
je v teorii SUCC ekvivalentni s néjakou otevienou formuli.

Navod. Nejprve uvazte, ze kazdy literdl v A je tvaru ¢t = s nebo t # s, a
termy ¢, s musi mit tvar 7 nebo S (v), kde v mtize ale nemusi byt 2. Déle
postupujte v téchto krocich

(a) Lze pfedpoklddat,Ze x se v zddném literalu nevyskytuje na obou stranach
(rovnitka nebo nerovnitka).

(b) Lze predpokladat, 7e 2 se vyskytuje jen v kontextu S (z), kde m je
jedno stejné pro vSechny vyskyty.

(¢) V tom pfipadé mé formule 3z A jeden z tvart

J2(8™ (z) =t & B(S™)(x))) , nebo
Je(S™(x) £t & .. & ST (x)#t, & B)
kde v prvnim piipadé ¢ a v druhé pripadé B a termy t; neobsahuji x.

Dokaite, Ze vitbec kazd4 formule v jazyce {0, S} je v teorii SUCC ekviva-
lentni s otevienou formuli.
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2 Metamatematika aritmetiky

Uvod V prvni ¢asti jsme se seznamili s pojmem jazyka, pojmem axiomatické
teorie (s rovnosti), pojmem modelu takové teorie a s Godelovou vétou o tplnosti.
Mezi priklady se vyskytl jazyk aritmetiky obsahujici predikdt = rovnosti, predi-
kit < neostré nerovnosti (oba ¢etnosti 2), undrni funkéni symbol S néslednika,
bindrni funkéni symboly +, * séitani a ndsobeni a konstantu 0; mezi termy tohoto
jazyka mame numerdly i ( t.j. term S...S0 s n exemplafi symbolu S). Zname
standardni model N jazyka aritmetiky (to je struktura pfirozenych ¢isel) a dvé
teorie majici N za model: Robinsonovu aritmetiku Q a Peanovu aritmetiku PA.
Vime, ze ob€ maji také nestandardni modely, t.j. modely neisomorfni s N.

V této Casti se budeme aritmetikou intensivné zabyvat; jednak budeme studo-
vat mnoziny ¢isel (Gasti V) a funkce zobrazujici N do N, které jsou definovatelné
v N pomoci jazyka aritmetiky, jednak budeme studovat axiomatické teorie T'
v jazyce aritmetiky obsahujici Q. Zakladni otdzka zni takto: existuje takova
rozumnd teorie T, v niz by byly dokazatelné pravé vsechny sentence pravdivé
v N? Lze nabidnout trividlni odpovéd: jestlize T = Th(IN) je mnozina vSech
formuli pravdivych v N, pak tato teorie trivialné dokazuje pravé vsechny formule
pravdivé v N. To je ovSsem pfili§ laciné a nevime, jak algoritmicky rozhodovat,
zda néjaka formule je ¢ neni pravdivd v N (a uvidime, Ze to nejde). Upfesnime
tedy otazku takto: chceme, aby mnozina axiomi teorie T' byla navic algoritmicky
rozhodnutelnd (rozpoznatelnd), t.j. aby existoval algoritmus, ktery pro kazdou
formuli rozhodne, zda je nebo neni axiomem. (Rekneme, Ze takova teorie je
rekursivné aziomatizovand.) Gddelova pruni véta o neuplnosti ¥ika, Ze takova
teorie neexistuje. Kazda rekursivné axiomatizovana teorie T' v jazyce aritme-
tiky, kterd ma za model N, je nelplnd, t.j. existuje sentence ¢ pravdiva v N a
nedokazatelnd v T. (Godelova véta Fikd vice, jak uvidime.)

Dvé Godelovy véty o neaplnosti aritmetiky jsou hlavnim cilem, k némuz
sméfujeme. Pozname pfitom Godelovu metodu aritmetizace metamatematiky
(definujeme uvnitf aritmetiky jeji vlastni syntax - poznate, co to pfesné zna-
mend) a autoreference, t.j. moznosti sestrojit v jazyce aritmetiky sentenci, ktera
jistym zpiisobem “mluvi sama o sobé&”, totiz napf. vyjadiuje svoji vlastni nedo-
kazatelnost.

Vyklad je rozvrzen do deseti paragrafu 2.1 - 2.10. Prvni je pomocny a vlastné
se aritmetiky netyka, jde o vlastnosti vyraz, uzitecné v dalsim. Paragrafy 2.2 -
2.4 se zabyvaji definovatelnosti v N (aritmetickou hierarchii formuli, kédovanim
posloupnosti ¢isel ¢isly a aritmetizaci syntaxe.) Paragraf 2.5 je vlastng také po-
mocny a uvadi do souvislosti pojem rekursivnosti a pojem A; - definovatelnosti.
Paragrafy 2.6 - 2.9 jsou vénovany aritmetice QQ a pojem rozsifenim: dokazeme
zékladni véci v Q, ukdZeme, Ze ¢ je X - Uplnd, dokdZeme diagonalni lemma (o
autoreferenci) a Godelovy véty o netplnosti, véetné variant a disledkii. Paragraf
2.10 je epilog; tam se ohlédneme po tom, co jsme dokazali a zvazime, jak a proc
je to dulezité.
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2.1 Struktura vyrazu

Formule vyrokového poctu, termy jazyka predikatového poctu a formule tako-
vého jazyka jsou priklady vyrazi: vzdy jsou néjaké atomické vyrazy a néjaké
operace, pomoci nichz vznikaji z jednéch vyrazi jiné. Pfitom atomicky vyraz
v jednom smyslu mize obsahovat neatomické vyrazy jiné t¥idy vyrazi (atomické
formule obsahuji termy). Bude se ndm hodit pfesné formulovat a dokdzat vlast-
nosti, které vyrazy maji mit.

2.1.1. Definice Typ struktury vyrazi je ddn neprazdnou mnoZzinou At
atomt, neprazdnou mnozinou Op operaci a funkei Ar (arity, Cetnosti) pfifa-
zujici kazdé operaci o jeji ¢etnost Ar(o). Pfitom At a Op jsou nejvyse spocetné
a navzadjem disjunktni a Ar(o) je pFirozené ¢islo.

2.1.2.Definice Struktura vyrazi (At,Op, Ar)je ddna mnozinou E D At vy-
razu (expressions) a funkci A (aplikace) pfifazujici kazdé operaci o Getnosti n a
kazdé posloupnosti (e, . . . e,_1) vyrazu sloZeny vyraz A(o, (so, ... Sn—1)) vznika-
jici z vyrazi ey, . . ., €,_1 pomoci operace o, pficemz jsou splnény tyto podminky:

(1) Kazdy atom e € At je rizny od kazdého slozeného vyrazu.

(2) Jestlize A(o1,(S0,...8m—-1)) = A0z, (to,...,tn—1)), pak 01 = 02, =
nas; =t;proi=0,...,m— 1, t.j. sloZzeny vyraz jednozna¢né urcuje operaci a
vyrazy, z nichz vznikl.

(3) E je nejmensi mnozina obsahujici At a uzaviend na O,, t.j. jestlize X C
E,X D At apro kazdé o € Op a sg,...,8m—-1 € X je A(0,(s0,-..,8m-1)) € X,
pak X = E.

2.1.3. Véta o existenci struktury vyrazu. Pro kazdy typ (At,Op, Ar)
existuje struktura (F, A) vyrazi tohoto typu.

Diikaz. Jde vlastné o konstrukci volné algebry s danou mnozinou generatori
a operaci. To lze délat rliznymi zpisoby; uZijeme tzv. polské notace (prefixové,
bezzavorkové) pro jeji eleganci a zajimavost. Zdaraznéme, Ze jde o existenéni
dtikaz, nikoliv o to, Ze bychom chtéli vyrazy vskutku niZe popsanym zptisobem
zapisovat. Zvolme néjakou konec¢nou abecedu A a vhodnym zptsobem ztotoz-
néme prvky mnoziny At U Op s jistymi slovy v abecedé A (t.j. At C A*) tak, ze
zadny e € AtUOp neni vlastnim pocatecnim tsekem jiného ¢’ € AtUOp. (PiSme
e Cp, je-li e pocateénim tsekem e’.) Je-li atomt koneéné mnoho a A méa dost
prvkid, mizeme ztotoznit atomy s jednoprvkovymi slovy; jinak napf. ve vyroko-
vém poctu necht A = {p,1,0, -, — } a ztotoZnéme n-tou vyrokovou proménnou
s posloupnosti, ktera sestava z cifer dyadického zapisu ¢isla n, za nimiz nasleduje
p, t.j. napf. ps; bude representovano jako 101p. Vsimnéte si, Ze pfi opacném po-
fadi, t.j. kdyby p pfedchdzalo index, neplatilo by néasledujici lemma. Necht —~
znadl operaci juxtapozice (slepeni) posloupnosti, t.j. napf. 1017110 je 101110.
Ziejmé ~ je asociativni; definujme A(o, (Sg,...,8n-1)) = 0785 .. Sn—1, t.j.
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slozeny vyraz vznikne slepenim operace o (coz je slovo) s sg, 81 ...8p,—1. (Napf.
A(—,1p,10p) = — 1p10p atd.) E necht je nejmensi ¢ast A* obsahujici At a
uzaviend na A; zbyva ovérit jednoznacnost rozkladu slozenych vyrazi. K tomu
dvé lemmata.

Lemma A. Zadny v¥raz neni vlastnim pocateénim tsekem jiného vyrazu.

Diikaz. Necht €’ je nejkratsi vyraz, pro néjz existuje vyraz e, ktery je jeho
vlastnim podate¢nim tisekem. Ziejmé e’ neni atom, jinak by e mél za pocatecni
usek jiny atom nebo operaci, coz nelze; tedy e i ¢ zaéinaji operaci, a to nutné
stejnou (jinak by jedna operace byla poc¢éteénim tsekem jiné operace.) Je tedy
e =078 ... " Sm_1,¢ = 07ty ...tm—1; necht j je prvni index takovy, ze
sj # t;. Pak 87T Sme1 CSp ty Tt a budto s; C, t; nebo t; C, sj;
coZ je spor, nebot s; i t; jsou slova kratsi nez e a jedno je vlastnim pocateénim
tsekem druhého.

Lemma B. Jestlize vyrazy e = A(01, (S0, ... Sm-1)), € = A(02, {to, ..., tn-1))
se rovnaji, pak 0y =02, m=mnas; =t; proi=0,...,m — 1.

Dikaz. 7Z¥ejmé 01 = 09, necht jsou to pocatecni tseky slova e = €', tedy
01 Cp 02 nebo 02 C), 01, €ili 01 = 02 (z podminky na operace jako slova). Tedy
m=n=Ar(o1) = Ar(o2) a s5" ... Sm—1 =15 ...  tm—1. Bud j prvni takové,
ze sj # tj; pak bud s; je vlastni pocCatecni tsek t; nebo naopak, coz je spor
s Lemmatem A. Tedy odpovidajici slova s;,¢; jsou si rovna.

Pozndmka. (1) Zcela stejné se ukaze, ze je-li s slovo vzniklé slepenim vyrazi
€0, - --,€em—1, pak s jednoznacné urcuje m a eg, ..., €mn_1.
(2) Zajisté popsand konstrukce neni jedind mozné; brzy popiSeme strukturu vy-
razli vyrobenou z pfirozenych ¢isel. OvSem kazdé dvé struktury vyrazi téhoz
typu jsou ve ziejmém smyslu izomorfni.
(3) Termy a formule jazyka aritmetiky muZeme tedy chépat stejné jako slova
v abecedé =, <, +,%,5,0, —,V,x,0,1; proménné z,, se representuji pomoci x,
0, 1 podobné jako vyrokové proménné vyse. (Pozor: 0 je konstanta jazyka, O
a 1 jsou pomocné symboly.) Méame-li uz definovdny termy a atomické formule,
definujeme formule uzitim operaci — ,— a nekone¢né mnoho unéarnich operaci
odpovidajicich kvantifikaci proménné z,,.)

2.2 Aritmeticka hierarchie formuli

Zahajujeme systematické studium formuli jazyka aritmetiky a mnoZin, relaci
a funkci definovanych témito formulemi ve standardnim modelu N. Vyklad
se opird o uvodni kapitolu monografie P.Hajek - P.Pudlak: Metamathematics
of first-order aritmetic. Nejprve vybudujeme jistou hierarchii formuli (a jimi
definovanych mnozin); pozdéji uvidime, Ze tato hierarchie je izce svizana s teorii
rekurse. Vyjdeme z formuli, kterym budeme fikat omezené.

2.2.1 Definice Bud ¢ formule, z,y dvé rtizné proménné. (Vz < y)p je
zkratka za formuli (Va)(z <y — ¢), (3z < y)yp je zkratka za (Fz)(z < y & ).
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(Ve < y), (z < y) se nazyvaji omezené kvantifikdtory. Formule aritmetiky je
omezend, jestlize neobsahuje jiné kvantifikdtory nez omezené. Podrobnéji: ato-
mické formule jsou omezené; jsou-li ¢, omezené a jsou-li x,y riazné proménné,
jsou formule =, ¢ — ¥, (Vz < y)¢ omezené. Jiné omezené formule nejsou.
(Pozor: formule ¢ &, V1, v =1 povazujeme za zkratky za pfislusné formule
vybudované pomoci —, —; tedy jsou-li ,1) omezené, jsou i (¢ & ) atd. ome-
zené podle nasi definice.) Omezenym formulim fikdme také ¥g-formule a také
IIy-formule.

Priklad. (3x < y)(y = 2 * z) je omezena formule (2 je numeral SS0); zfejmé
definuje mnozinu vSech sudych ¢isel v N.

2.2.2 Definice Pro kazdé pfirozené n definujeme: X, 11-formule jsou formule
tvaru (3x)¢, kde ¢ je II,,-formule; II,,.1 - formule jsou formule tvaru (Va)e,
kde ¢ je 3,- formule.

Tedy X3 formule maji tvar (3x)(Vy)(J2)p, kde ¢ je omezend; II3 formule
podobné (Vz)(Jy)(Va)e.

2.2.3 Definice Mnozina A C N je X,-mnoZina, jestliZe existuje X, -formule
() s jednou volnou proménnou x definujici A v N, t.j. A ={n | N E p[z/n]}.
(Zde x/n znadi libovolné ohodnoceni e proménnych takové, ze e(x) = n). Po-
dobné relace R C N je %, - relace jestlize existuje ¥, - formule ¢(xy, ..., 7,)
definujici R v N. Analogicky se definuji II,, mnoziny a relace.

Mnozina A C N je A, - mnoZina, je-li souCasné ¥, - mnozZinou a II, -
mnozinou, t.j. mé jak ¥, - definici tak (jinou) II,, - definici v N. Podobné pro
relace R C N*. Nem4 smysl fici, Ze ¢ je A, - formule (s jedinou vyjimkou: %
- formulim neboli Iy - formulim se téz ¥ika Ag - formule); ale budeme Fikat, ze
o(x1,...xk) je Ay - formule v N, jestlize ¢ definuje A,, - mnozinu, t.j. existuje
¥, - formule o(zy...x,) a I, - formule m(z;...x,), které jsou ekvivalentni
ekvivalentni formuli ¢ v N (ekvivalence ¢ = o, ¢ = 7 jsou pravdivé v N).

Funkce ' : N¥ — N je ¥,(Il,,, A,), je-li takovy jeji graf, t.j. relace

{<m1a"'7mk7p> ENk+1 |p:F(m17amk)}

2.2.4 Piiklad. Existuje Iy - pdrovaci funkce, t.j. funkce F : N2 — N,
ktera prosté zobrazuje N2 na N a je o (omezené definovand).
Vskutku, ovérte, ze funkce

1
F(m,n) = i(m—&—n—l—l)(m—&—n)—l—m
mé poZzadované vlastnosti: je je definovana X - formuli
2¥z=(z+y+D*(z+y)+2xx

a definuje diagonéalni ¢islovani usporadanych dvojic pfirozenych cisel:
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0 1 2 3 4
00 1 3 6 10
112 4 7 11
215 8 12
319 13
4114

Piseme (m,n)y misto F(m,n) (také jen (m,n)).

2.2.5 Véta. Pro libovolné prirozené n plati:

(1) ¥, I1,, A, relace jsou uzavieny na prunik a sjednoceni;

(2) A, relace jsou uzavieny na komplement (v N™);

(3) pro n > 0 jsou X, - relace uzavieny na existenéni projekci a II,, - relace
na universalni projekci.

Jinymi slovy: necht R, s jsou k-arni relace definované formulemi ¢(x), 9(x)
(x je x1,...,x); D jsou-li p,1p, %, pak formule ¢ & 1 je X, v N (podobné
I, A,); @ jeli o Ay, v N pak =@ je A, v N; 3 je-li ¢ £,,, pak formule (3z;)¢p
je X, v N, podobné pro II,, a (Vz1)ep.

Dukaz. Dokézeme vSechna tii tvrzeni najednou indukci dle n. Pron =0
odpada (3) a (1), (2) jsou zfejmé, nebot omezené formule jsou uzavieny na
konjunkci a negaci. Pfedpokladejme (1)-(3) pro n a dokazujme pro (n + 1).
Tvrzeni (2) je ziejmé; dokazujme nejprve (3) pro X,41 (dukaz pro IL,iq, je
analogicky). Bud R definovana formuli (3z)¢(z, vy, ), kde ¢ je I, - formule, bud
R’ definovéna formuli (Jy)(3z)¢(x, y, z); chceme dokézat, ze posledni formule je
Yn+1 v N. Vskutku pouzitim pérovaci funkce (a faktu, Zze tato funkce roste
v obou argumentech) mtizeme R’ definovat formuli

Bu)(u = (y,2) & (Vy)(Vz)(u = (y,2) — ¢(2,y,2)), (%)

a také formuli

Bu)(a=(y,2) & (Vy <u)(Vz <u)(u=(y,2) = @(r,9,2)). (%)

Zde u = (y,z) znamend ¥, formuli definujici parovaci funkci. Je-li n = 0,
je formule (**) evidentné ¥1; pro n > 0 nejprve uZijme tvrzeni (1) pro n a pro
formuli (Vy)(Vz)(u = (y,2) — ¢(z,y,2)), kterd tedy je II,, v N a proto (*) je
En+1 v N.

Pro II,,;1 pouzijeme anologie formuli (*), (**) tvaru

Fu)(u < (y,2) & FY)(B2)(u = (y,2) & ¢(z,9,2))

a podobné s omezenymi kvantifikatory.
Zbyva dokazat (1) pro n + 1. Necht (Jy)p(y,x) a (I2)¥(z,x) jsou X471 -
formule v N a necht y, z jsou rizné proménné; pak i jejich konjunkce je X, 1
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v N, nebot je v N ekvivalentni formuli

(Fy)(F2)(e(y, x) & ¥(z,x)),
kterd je ¥, 41 v N diky tvrzeni (1) pron a (3) pro (n+1). Podobné pro disjunkei,
Hn+1 .

Poznamka. Budeme se zabyvat jen Yo, X1, 11, A; mnozZinami; v paragrafu 2.5
ukdZeme, ze A1 mnoziny jsou v podstaté rekursivni mnoziny a ¥ jsou v podstaté
rekursivné spocetné mnoziny. (Co znamenaji slova “v podstaté”, se tam dozvime
pfesné).

2.2.6 Véta. X; relace jsou uzavieny na omezenou universalni projekci, t.j.
jeli (Fy)e(x,y,2) B1, je (V2 < 2)(y)e(x,y,2) 1 v N.

Diikaz. Pro jednoduchost nahradime posloupnost proménnych x jedinou pro-
ménnou z (obecny dikaz je zcela analogicky). Ukézeme, Ze formule (Vz <
x)y)p(z,y, z) je v N ekvivalentni formuli (Fu)(Vz < 2)(Fy < uw)p(x,y, 2), kterd
je ztejmé ¥ v N. Zfejmé druhé formule implikuje prvni, t.j.

N | (Fu)(Vz < 2)(Fy < wp(z,y,2) — (V2 < 2)(3Fy)e(z,y, 2);

Ukézeme pravdivost obracené implikace. Necht N = (Vz < k)(3y)e(k,y, 2) (t.-
k splituje formuli (Vz < z)(3y)p(z,y,2)): najdeme g takové, ze N = (Vz <
EY3y < q)o(k,y,z). Pro kazdé i = 0,1,...k najdeme ¢; tak, ze N = (Vz <
)3y < G)e(k,y,z). To je ziejmé pro i = 0, mame-li ¢; dano (i < k) a p
je takové, ze N = ¢(k,p,i+ 1) (takové p existuje, protoze i + 1 < k a tedy
N = 3y)e(k,y,i + 1)), staéi vzit ¢;11 = max(g;, p). Nyni stadi vzit ¢ = g;.

2.2.7 Véta. (1) Je-li F: N¥ — N ¥ funkce, pak F je A;. (2) A; funkce
jsou uzavieny viéi skladéni, napi. je-li F: N> - N,G:N? — N, H: N — N
a K(m,n,p) = F(G(m,n),H(p)), kde F,G,H jsou A; funkce, pak K je A;
funkce.

Diikaz. (2) Necht i = F(j,k), pravé kdyz N = (3,7, k), dale i = G(j, k),
pravé kdyz N = (i, j, k) a koneéné i = H(j) pravé kdyz N = x(i,7), necht
©, 1, x jsou Xy. Pak i = K(m,n,p), pravé kdyz

N |= (32)Fy) (W (2, m, 1) & x(y.p) & @(i,z,9));
posledni formule je X1 v N dle pfedchozi véty.
(1) At i = F(m,...,n), pravé kdyz N = (Jy)v(i)my,...,myy), kde ¢
je omezené; pak i # F(m,...,n), pravé kdyz existuje j # i takové, ze j =
F(m,...,n), t.j.

N (32)(z #1 & (Fy)v(z,mu,.. .10, y));

posledni formule je X3 v N. Tedy ¢ # F(m,...,n) je X relaceitedy i =
F(m,...,n) je II; relace (a téZ X relace, je tedy Aj). Zde bylo dulezité, ze
F' je definovano pro kazdé m,...,n € N (je totalni); pro parcialni funkce véta
neplati.
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2.3 Kodovani posloupnosti ¢isel

Zakladni operace v N jsou néslednik, s¢itani a nésobeni. Tyto operace jsou
trividlng Ay (tedy 1 A1), nebot jsou definovany atomickymi formulemi z = Sz,
z=x+vy, z=x*y. Je mocnina (tfeba mocnina dvojky 2*) A;? Obecnéji, jsou
A funkce uzavieny na primitivni rekursi? T.j. napf. je-li H(0) =1, H(n+1) =
F(n,H(n)) kde F je A1, je H A7 Odpovéd je ANO; ale dokéazat to da jistou
praci. Naptiklad: m = 2", jestlize existuje posloupnost (sg, $1,...,5s,) takova,
7e so =1, proi < nje s;y1 = 2% 5; a s, = m. Zde vSak kvantifikujeme pies
libovolné konecéné posloupnosti prirozenych cisel, 1ze je néjak rozumné kédovat
¢isly? Odpovéd je opét ANO, ale opét to da préci (za to v8ak druhd odpovéd
dava prvni odpovéd uZ lehko). Hlavnim cilem této sekce je dokdzat nasledujici
vétu:

2.3.1 Véta. Existuje Ag mnozina Seq C N (jeji prvky nazyvame posloup-
nosti nebo podrobné&ji kddy posloupnosti, undrni Ay operace lh(s) (pro s € Seq
nazyvame lh(s) délkou posloupnosti s), bindrni A operace (s),, argumentt s,n
(pro s € Seq a n < lh(s) nazyvame ¢islo (s), n-tym prvkem posloupnosti s) a
bindrni Ag operace st (pro s,t € Seq nazyvame st slepenim nebo juxtapozici
posloupnosti s, t) tak, Ze plati:

e existuje s € Seq takze lh(s) = 0 (znadeni: s = 0)

e pro n > lh(s) je (s), =0

e pro kazdé k € N existuje s tak, ze [h(s) =1a (s)o =k

e pro kazdé s,t € Seq je st € Seq, lh(s™t) = lh(s) + lh(t), pro i =
0,...,0h(s) = 1je (s7t); = si, proi =0,...,lh(t) — 1 je (s )in(s)+i = (t)i;

e pro s,t € Seq je s =t pravé kdyz lh(s) = lh(t) aprokazdéi =0,...,lh(s)—
Lje (s); = (t)s

o s <st,t<st.

Oznaceni Segq, lh je z anglického sequence=posloupnost a length=délka (bude
dobie, kdy# si ¢tenéi tato slova zapamatuje). Rekneme, Ze s kéduje posloupnost
ko,...kr—1, jestlize s € Seq, lh(s) =m, (s)o = ko, .-, (8)m-1 = km—1. Pozadu-
jeme, ze kéduje-li s posloupnost ko, ..., k,—1 a t posloupnost hg,...,h,—1, pak
st kéduje ko, ..., km—1,ho, ..., hn—1. Posledni pozadavek fik4, Ze posloupnost
je jednozna¢né uréena svou délkou a svymi Eleny (nultym az (lh(s) — 1)-tym).
Zbyvaji dva pozadavky: pozadavek existence prazdné posloupnosti (délky t) a
pro kazdé k € n posloupnost délky 1 s nultym prvkem k.

Mame za tikol sestrojit kédovani konecnych posloupnosti ¢isel ¢isly, které méa
uvedené vlastnosti a je Ag, to znamenad, Ze vSechny uvedené pojmy jsou defino-
vatelné omezenymi formulemi (bude pro nas vlastné dulezité jen to, Ze mnozina
Seq a t¥i uvedené funkce jsou Aj; ale dostaneme A( se stejnym Usilim). To
mimo jiné znamend, ze mame definovat kédovani jen pomoci s¢itani a nasobeni
(formulemi aritmetiky), coZ je ponékud obtizny tkol. Je mu vénovan zbytek
tohoto odstavce. Prosim ¢tenéfe o trpélivost; vyplati se ndm, nebot jednak uvi-
dime, Ze mocnina a spousta jejich funkei je definovatelnd v aritmetice (zvolili
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jsme jazyk aritmetiky dost bohaty), jednak toto (nebo néjaké podobné) kédo-
vani je nezbytné pro aritmetizaci metamatematiky a tak pro dikaz Godelovych
vét. Nejprve ukazeme, jak kddovat koneéné mnoziny ¢isel A C N pomoci ¢isel.
Vyuzijeme k tomu pojmu délitelnosti.

2.3.2 Definice. Cislo k déli ¢islo m (symbolicky k | m), jestlize existuje
n < m tak, ze m = k * n. Cislo m obaluje ¢islo k, jestlize kazdé é&islo p splitujici
1 < p <k déli m. Cislo m je slupkou k (m = hull(k)), jestlize m je nejmensi
¢islo obsahujici k.

Poznamka. Ziejmé kazdé k > 1 m4 slupku (nebot ma aspoii jedno obalujici
¢islo, napt. k!). Ziejmé relace délitelnosti je Ag. Funkce hull je Ay funkce;
nésledujici formule definuje relaci m = hull(k):

z>1& (Vz<a)(z]y) & (VW <)y #y — ~(Vz<2)(2 1Y)

2.3.3 Lemma. Necht m = hull(k); pak pro kazdé dvé rtizna disla p,q < k
jsou éisla 1 + (1 + p)m, 1+ (1 + ¢)m nesoudélni.

Dukaz. Bud P =1+ (1+pm, Q = 1+ (1 + ¢)m, necht ¢ déli P i Q,
t.j. P = ac, Q = bc. Pak P déli abec = a@Q = a(1 + (1 + ¢)m) a ovSem P déli
aP =a(l+(1+p)m). Necht P < Q, t.j. P déli a(Q — P) = a(q—p)m. Ziejmé P
a m jsou nesoudélnd ¢éisla (nebot P =1+ (1+ p)m), t.j. P déli a(q —p). OvSem
q — p déli m (protoze m = hull(k)), t.j. P a (¢ — p) jsou opét nesoudélnd, tedy
P musi délit a. Protoze P = ac, musi nutné byt ¢ = 1; t.j. P, Q jsou nesoudélné.

Toto lemma umoznuje nasledujici kédovani koneénych mnozin éisel ¢isly.

2.3.4 Definice. (1) code(d) = 0 (kéd prazdné mnoziny je nula); je-li A =
{ag,...,a,} konetnd neprazdnd mnozina pfirozenych ¢isel, pak

code(A) = (mq1, ma),

kde m; = hull(maz(A)),ms = I 4(1 + (1 + a;)m1). (2) Cislo m je kédem
koneéné mnoziny (symbol: Set(m)), jestlize existuje koneénd mnozina A C N
takovd, ze m = code(A) t.j. bud A = 0 a m = 0 nebo m = (my, ma) = code(A)
pro n&jakou neprazdnou A). (3) Bud my = hull(k), m = (m1,ms); definujeme
a €y m, jestlize a < k al+ (14 a)m; déli my. Dale bud m Cy m/, jestlize pro
kazdé a < m z a €9 m plyne a €y m’.

2.3.5 Lemma. (1) Je-li m = code(A), pak a € A pravé kdyz a €9 m. Tedy:
code(A) = code(B), pravé kdyz A = B.
(2) Je-li A C B, pak code(A) < code(B)
(3) Je-i F': N — N rostouci a B je obraz mnoziny A v zobrazeni F' (t.].
B = F"A), pak code(A) < code(B).
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(4) Set(m), pravé kdyz bud m = 0 nebo existuji my, mq, k < m takovd, ze
m = (my,ma), my = hull(k), k je nejvétsi ¢islo (pod m) takové, ze k €y m, a
neexistuje m’ < m takové, ze (my, ma) Co (my,mb).

(5) Mnozina vSech kédid kone¢nych mnozin a relace a €y m jsou A definovatelné
v N.

Dukaz. (1) Zajisté kdyz a € A pak 1+ (1 4+ a)my déli ma, kde code(A) =
(m1,m2), tedy a €¢ code(A). Obracens, kdyz a €¢ code(A), tedy a < k a
14+ (14 a)my déli mo, pak existuje a; € A takové, ze 1+ (1 + a)my je soudélné
1+ (14 a;)my a tedy nutné a = a; diky lemmatu o nesoudélnosti.

2) Necht code(A) = (m1, ma), code(B) = (ms, my4). Plati m; < msz a mg < my
Fimo z definice code(A)) tedy (m1, ma) < (mg3,m4) (z definice parovaci funkce).

) podobné.

) Je-li m = code(A), m = (my,ms), pak jsou zfejmé splnény uvedené pod-

minky. Obréacené, jsou-li mi,mo,k < m ¢isla spliiujici ony podminky a A je

mnozina vSech ¢isel j < k takovych, Ze j €9 m, pak code(A) = (my,m}), kde

ma = [[jca = (L + (1 +j)ma); tedy my < ma a (m1,m2) Co (m1,my), takze

me = mj,.

(5) Vime jiz, ze funkce hull je Ag. Ukézat, Ze €g je Ao, je lehké:

(
(p
(3
(4

r oy = Set(y) & Ty, y2,2 <)y = (y1,92) & y1 = hull(z) &

&r<z& (141 +2)y) | ye).

Fakt, ze Set(x) je Ao, plyne bezprostfedné z predchoziho bodu (4).
Nyni uz je lehké zakdédovat posloupnosti: posloupnost prvki ag,...,a, 1
zakdédujeme jako mnozinu dvojic (0,aq),...,(n —1,an—1). Tedy:

2.3.6 Definice. Seq je mnozina vSech kodi konecnych posloupnosti priroze-
nych ¢isel, t.j. ¢isel tvaru code({(0,ap),...,(n —1,a,-1)}) pro n&jaké n a néja-
kou posloupnost ag, . ..,a,—1. n je délka (kédu) posloupnosti {(0, ap),...,(n —
1,an-1)}; a; je jeji i-ty ¢len. Funkce lh(s), s™t,(s); pro kédy posloupnosti
definujeme zfejmym apusobem.

2.3.7 Lemma. MnoZina Seq a funkce lh,s™t, (s); jsou Ag definovatelné
v N.

Dukaz. s € Seq znamend, 7e s je kéd mnoziny a pro jisté n (které je < s)
kazdy prvek s je dvojice s prvnim ¢lenem < n a pro kazdé ¢ < n mé s za prvek
pravé jednu dvojici s druhym c¢lenem i:

Seq(s) = Set(s) & (Fzr < s)(Vy €0 8)(Fu < 2)(Fv < y)(y = (w,v)) & (Vu <
) < 8)((u,v) € 9).

Ih(s) =2z = Seq(s) & (Vu < 2)(Fv < s)((u,v) €o s) & —(Fv < s)((z,v) € 3).
(Délka posloupnosti je prvni x, pro které zadna dvojice (x,v) neni v s).

Ag definice ostatnich funkci napiSe ¢tenar snadno za cviceni. Také vlastnosti
z véty 2.3.1 jsou pro nasi definici ziejmé. (Ovétte.)
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Nyni mtzeme zodpovédét otazku, polozenou na zacatku této sekce 2.3, zda
A; funkce jsou uzavieny vuci primitivni rekursi.

2.3.8 Véta. Necht F : N2 — N je A; v N anecht H: N — N splituje
H(0) =1, H(n+1) = F(n, H(n)) pro kazdé n. Pak H je A; v N.
Dukaz. H(k) = m, pravé kdyz N | o(k,m), kde ¢(z,y) je formule

(3s)(Seq(s) & lh(s)=z+1 & (s)o=1&

& (V2 < 2)i(2,(5)z,(5).41) & (5)2 =),
kde ¢ A definuje F' v N, t.j.

F(p,q) = r, pravé kdyz N - ¢(p, q, 7).

Jelikoz ¢ je Ay v N, t.j. lze ji ekvivalentné psat jako 3 i II; formuli, je
formule p(z,y) zajisté X1; pfimo se lehko ukéaze, ze p(z,y) je v N ekvivalentni
nésledujici formuli ¢'(z,y), kterd je II; v N:

(Vs)(Seq(s) & lh(s)=z+1 & (s)g=1 &

& (Vz <z)Y(2,(5)z,(5)241). = (8)a =¥).
Ovérte; uzijte fakt, ze pro kazdé n existuje zfejmé jedind posloupnost s délky
n takova, ze (s)o = 1 a pro kazdé k < n plati (s)k+1 = F(k, (s)k)-
Dokazte dale analogickou variantu, kdy funkce F' a H zaviseji na dalSich
parametrech:
H(O,pl, e 7pi) = G(ph - 7171‘)
Hn+1,p1,....05) = F(n, H,p1, - -, Di), Prs - - 5 Di)-

2.3.9 Piiklad. Funkce E(m,n) = m"™ (mocnina) je A; v N; podobné
faktorial a pod. Vidime tedy, ze jsme jazyk aritmetiky zvolili dodatecné bohaty.

2.3.10 Oznaceni. V dalsim znadi (a,,...,a,) prvek i spliujici Seq(s) a
pro kazdé i < n (s); = a; (posloupnost prvkl a,,...,a, v novém smyslu; s je
prvek N).

2.4 Aritmetizace syntaxe

V tomto paragrafu ukazeme, Ze uvnity aritmetiky lze definovat jeji vlastni syntax.
Podrobnéji feceno, ukazeme, ze termy a formule aritmetiky lze ztotoznit s jistymi
pfirozenymi éisly (nebo Ze termy a formule 1ze kodovat jistymi pFirozenymi ¢isly)
tak, Zze vSechny dtlezité pojmy o nich az po pojem dikazu (véetné) se stanou
A; definovatelnymi v N. (Pozor! Nic zatim netvrdime o pojmu dokazatelnosti.)
Tato technika bude podstatna v paragrafu 2.7 pro konstrukci autoreferenénich
formuli (mluvicich v jistém smyslu o sobé& samych). Protoze se vétsina Gvah



2.4 Aritmetizace syntaxe 41

o termech opakuje pro formule, vyplati se nam popsat situaci obecnéji pro vy-
razy. Jde ndm tedy o dvoji: (1) ukédzat, jak se Ay kéduji vyrazy a (2) pouzit
vypracovanou techniku na A; kédovani termu a formuli aritmetiky.

2.4.1 Definice. Necht A C N je mnozZina (kédt) pismen (abeceda). V dal-
§im znac¢i A* mnozinu kédu slov v abecedé A, tedy posloupnosti s € Seq tako-
vych, ze kazdy prvek (s); je v A.

2.4.2 Lemma. Je-li A Aj-definovatelnd v N, pak i A* je A; definovatelnd
v N.
Dikaz. Je-li A definovana formuli p(z), pak A* je definovdna nésledujici
formuli ¢ (x):
Seq(s) & (Vx < 1h(s))e((s)z); podrobnéji

Seq(s) & (Vo < s)(x <Ih(s)) — By <s)(y = (s)e & ¢(y)).

Ztejmé tato formule je A; v N.

2.4.3 Oznaceni. V dal$im pouzijeme oznaceni C, pro prvky A*, t.j. s C,
t, pravé kdyz s,t € Seq a s je pocate¢ni usek t, t.j. lh(s) < Ih(t) & (Vi <
Ih(s))((s); = (t);). Ziejmé relace C, je Ag v N (ovéite!).

2.4.4 Definice. Necht A C N je abeceda; necht At C A* je mnoZina atomi,
Op C A* je mnoZina operaci, At N Op = (), nechf neexistuji zadné dva rtizné
prvky u,v € At U Op tak, ze u C, v. Bud Ar : Op — (N — {0}) funkce
prifazujici kazdé operaci jeji Cetnost (aritu). Definujeme funkci A (aplikace) pro
o € Op, s € Seq, Ih(s) = Ar(o); pro i = 0,...,lh(s) — 1 necht (s); € A* :
A(0,5) =07 (8)g .. (8)in(s)—1- E necht je nejmensi ¢ast N takova, ze At C E
a F je uzaviend ve A, t.j. je-li pro s jako nahote (Vi < lh(s))((s); € E), a je-li
o € Op, pak A(o,s) € E.

(Tedy vse je jako v 2.1, jen s tim rozdilem, Ze nyni je vSe tvofeno pfirozenymi
Cisly.)

2.4.5 Véta. Jsou-li za oznaceni definice 2.4.4 mnozZiny At, Op a funkce Ar A,
v N, pak i struktura vyrazi (E, A) je A; v N (t.j. E je A; mnozina v N, A je
A; funkce v N).

Dukaz. K ovéfeni A;j-definovatelnosti funkce A stadi ukazat, ze funkce J(s)
pfifazujici argumentu s, ktery je posloupnost posloupnosti (s € Seq & (Vi <
Ih(s))((s); € Seq) juxtapozici (s)o” ... (5)in(s)—1 (a rovna 0 pro jiné argu-
menty) je A; v N. ProtoZe juxtapozice st je Ay v N, sta¢i pouzit variantu
véty 2.3.8 o primitivni rekursi.

VysSetfeme mnozinu E vyrazt. Odvozeni vyrazu e je posloupnost posloup-
nosti s, jejiz kazdy élen (s); je bud atom nebo vznikd aplikaci A na néjakou
operaci o a na posloupnost (patfi¢né délky) posloupnosti stojicich v s pied (s);
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a pfitom posledni ¢len (s);5(s)—1 je e. E je mnozina vSech posloupnosti majicich
odvozeni; to dava 3;-definici mnoziny E v N: definujici formule ma tvar

(3s)(s je odvozeni posloupnosti z).

(Ovéite, ze relace “s je odvozeni 2” je A; v N.)

Abychom dokéazali, Ze E je Aj, potfebujeme vhodny odhad pro odvozeni
vyrazu e, t.j. takovou totalni A; funkci F', Ze pro libovolné e plati: mé-li e
odvozeni, pak existuje odvozeni s vyrazu e takové, ze s < F(e). Protoze lze
predpokladdat, Ze vSechny ¢leny odvozeni vyrazu e jsou podslova slova e (t.].
e = u"(s); v pro néjaké u,v), a ze pro i # j < lh(s) je (s); # (s);, vidime, ze
existuje-li odvozeni s vyrazu e, pak lze pfedpokladat, Zze mé nejvyse lh(e) ¢lend,
kazdy < e. Tedy za F(e) lze vzit e~e™ ... e ( lh(e) exemplaii posloupnosti e,
slepenych do jedné posloupnosti); tato funkce je zajisté A; definovatelnd v N.

Lze tedy definovat E formuli

(3s < F(e)) (s je odvozeni vyrazu e),

£.
(Fy)(y = Fle) & (s < y)(s je odvozeni vyrazu e))

a také ovsem (diky totélnosti funkce F') formuli
(Vy)(y = F(e) — (3s < y)(s je odvozeni vyrazu e).

Tim méame jak ¥i-definici, tak II;-definici. Tedy E je A; v N. Tim jsme
dokon¢ili prvni tkol tohoto paragrafu.
Nyni uz rychle dostaneme aritmetizaci syntaxe aritmetiky.

2.4.6 Definice. Abeceda A 4, aritmetiky sestava z téchto symbolu:

X’:7§7S7+’*7()7 —>7_|7v’170

oc¢islovanych (feknéme) sestupné ¢isly 11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0 (napt. 0 je 5,
+ je 7). Cisla kédujici symboly né&jaké abecedy a slova z nich vytvorend se
nékdy nazyvaji Gddelova ¢isla téchto symbold a slov. My se na to divame tak,
ze ztotoZnime symboly a slova s jistymi ¢isly. Proménné jsou prvky v mnoziny
Seq takové, Ze (v)ip(v)—1 = 11, (v)o = 1, a pro 0 < i < lh(v) — 1 (v); = 0 nebo
(v); = 1 (Napf. 101x a pod.).

Termy jsou prvky struktury vyrazi, jejiz atomy jsou proménné a déle po-
sloupnost (0) délky 1, a jejiz operace jsou (S) (undrni), (+), (*) (binarni).

Atomické formule maji nasledujici mozné tvary,

<:7tv 3>7 <§7t7 S>,

kde t, s jsou termy. Formule jsou prvky struktury vyrazi, jejiz atomy jsou
atomické formule a operace jsou (— ), (binarni), (=) (unérni) a (V)" v, kde v je
proménné (unérni).
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Pozor: Je jasné, jak se tvori formule; znovu upozornuji ¢tenaie, Ze nyni vse
jsou pfirozend ¢isla (jako kédy vseho).

2.4.7 Véta. Nasledujici mnoziny, relace, funkce jsou A; v N:

(1) Mnozina Atterm vSech atomickych termt, mnozina Term v8ech termi.

(2) Mnozina At fl vSech atomickych formuli, mnozina F'I vSech formuli.

(3) Relace “proménnd u se vyskytuje v termu ¢”.

(4) Relace “proménné u se vyskytuje volné (vdzang) ve formuli ¢”.

(5) Relace “term t je substituovatelny za proménnou u ve formuli ¢”.

(6) Funkce Subst,(t,u,t") ptifazujici kazdému termu ¢, proménné v a termu
t’ vysledky substituce termu ¢’ za proménnou u v t.

(7) Funkce Subst(p,u,t) ptifazujici kazdé formuli ¢, proménné u a termu ¢
vysledek substituce termu ¢ za volné vyskyty proménné wu.

(8) Mnozina logickych axiomi v jazyce aritmetiky.

(9) Mnozina dukazt v predikdtovém poctu (v jazyce aritmetiky).

(10) Je-li T axiomatika v jazyce aritmetiky (mnozina formuli) a je-li T A4
v N, pak i mnozina dikaza v teorii T" je A; v N.

Dikaz. (1)-(2) jsou zfejmé z pFedchoziho; (3) je lehké: proménna u se vysky-
tuje v t, jestlize t se d4 pro jista slova v, w psat jako v~ u"w), kde —~ je operace
juxtapozice, pficemz v nekonéi Zaddnym ze symbolt 0,1 (tj. u« neni koncovym
usekem jiné proménné, kterd je podslovem ¢ ve stejném kontextu). Rozebereme
(6); (4)-(5),(7) se dokazuje podobné. Uzijeme pojmu odvozeni formule (jakozto
vyrazu); ziejmé “byt odvozenim formule ¢” je A; v N. UkdZeme, Ze funkce
Substy(t,u,t’) je X1 v N: ¢/ = Substy(t,u,t’), pravé kdyz existuje odvozeni s
termu t a posloupnost § téze délky jako s takova, ze pro ¢ = 0,...,lh(s) — 1 [je
(8); = Subst,((s)i,u,t'), t.j. | je-li (s); proménna u, je (§); = t'; je-li (s); jind
proménnd, je (§); = (s);; je-li (s); term vznikajici aplikaci funkéniho symbolu +
na (s);, (s)r pro né&jaké j,k < i (t.j. (8); = (7)~(s); (s)k, nebot 7 kéduje +),
pak (5); = (7)~(8)i; —~(8)k, t.j. (8); vznika aplikaci symbolu + na (8);, ().
Podobné pro funkéni symboly S, *. Kdyz napiSete formélni definici, bude mit
tvar

(3s, 5)[(s odvozeni t,1h(8) = lh(s)),

(Vz < Ih(s))(podminka na(8).,(s).) & (8)in(s)-1 =1)

kde formule za (3s, §) je Ay, t.j. celd formule je 1 v N. Zbytek plyne z 2.2.7(1).
Zminime jesté (9). Posloupnost s € Seq je dikazem (v predikdtovém podctu),
praveé kdyz

N |= Seq(3) & (Vz < Ih(5))(LogAxz((5,) V

V (321,22 < 2)(DED((5)z,5 (5)2, (5)2));

kde LogAx je formule (A; v IN) definujici logické axiomy a DE D (u, v, w) ¥ika, ze
w vznika z u, v podle pravidla modus ponens, t.j. v je implikace s levym ¢lenem
u a pravym Clenem w, t.j. v = A({4), (u,v)) (4 kéduje implikaci), nebo podobné
pro generalizaci.
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Podrobné dokonéeni celého ditkazu véty je rutinni zélezitosti (vyzaduje vSak
jistou zbéhlost v praci s formulemi, které jsou X1, A;,II; v N). Zajemce najde
detailnéji informaci v knize Hajek-Pudlak.

Zduraznéme na konec tohoto paragrafu, ¢eho jsme dosahli: podafilo se ndm
zakddovat formule, termy jazyka aritmetiky pfirozenymi Cisly, a to tak, ze dule-
7ité symbolické pojmy (zejména pojmy z piedchozi véty) jsou A; v N. (Misto
jazyka aritmetiky by Slo vzit pochopitelné jiny jazyk spliujici nékteré minimalni
predpoklady; to vSak nebudeme potiebovat).

Védét, Ze syntaktické pojmy uvedené v piredchozi vété jsou A; v N, je pro nas
dobré ze dvou duvodu: z technického - budeme to potfebovat v dikazech Gode-
lovych vét, a z davodu intuitivni adekvdtnosti: pojmy, které jsou A; (v N), jsou
intuitivné jednoduché. V nésledujicim paragrafu uvidime, Zze A; definovatelna
je v tzkém vztahu k rekursivnosti, tedy k algoritmické rozhodnutelnosti.

2.5 Aj-definovatelnost a rekursivnost

V tomto paragrafu sezndmime ¢tenéafe s nasledujici vétou 2.5.1 a pohovoiime
s jejim vyznamu, diikazu a dtsledcich. Podrobnosti dikazxu jsou mimo ramec
tohoto textu.

2.5.1 Véta. Bud A C N.

(1) A je Ay, pravé kdyz A je rekursivni.

(2) A je ¥4, pravé kdyz A je rekursivné spocetna.

Véta ukazuje, Ze definovatelnost v N je v iizkém vztahu k algoritmické roz-
hodnutelnosti: A; mnoziny jsou pravé vsechny algoritmicky rozhodnutelné mno-
ziny.

Rekursivnost a rekursivni spocetnost se definuje jednak pro mnoziny disel,
jednak pro mnoziny slov néjaké abecedy (obé definice jsou v jistém smyslu ekvi-
valentni). Vyjdeme-li z mnozin slov néjaké abecedy A, bude nase definice pa-
trné uzivat pojmu Turingova stroje; mnozina X C A* je rekursivné spocetné,
existuje-li Turingtv stroj M, ktery mé za vstup slova S z A* a zastavi se pravé
tehdy, kdyz s € X. Mnozina X je rekursivni, existuje-li Turingiv stroj, ktery
ma za vstup slova S z A*, vidy se zastavi a pfi zastaveni je v pfijimajicim stavu,
pravé kdyz s € X.

Tato definice se pfenese na mnoziny A C N tak, Ze se kazdé mnoziné A C N
pfifadi jistd mnozina slov, napf. mnozina vSech numerdlt prvki z A; I1 = {7 |
n € A}. A je rekursivni (rekursivné spodetnd), ma-li tuto vlastnost mnozina A.
Staci diskutovat diikaz tvrzeni (2), nebot dle Postovy véty je A rekursivni, pravé
kdyz A i N — A jsou rekursivné spocetné (a ovSem A je Ay, pravé kdyz Ai N—A
jsou ).

Implikace [A rekursivné spocetnd = A je X] se ukazuje tak, Ze se analyzuje
pojem vypoctu Turingova stroje a ukaze se, Ze relace
“c je konéici vypocet na stroji T se vstupem 7” je A; definovatelnd v N ( za
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pouziti kédovani posloupnosti z predchozich paragrafii; vypocet je posloupnost
stavt Turingova stroje, kazdy stav je dan jistou kone¢nou posloupnosti a kazdy
stav, ktery neni posledni, pfechzi do nédsledujicich tak, jak pfikazuje stroj).

Tedy n € A, pravé kdyz existuje ¢, které je konéicim vypocétem se vstupem 7;
to dava X1 definici.

Obracené je tfeba nejprve ukazat, Ze pro kazdou omezenou formuli
o(x1,...xy) existuje Turingtv stroj T pracujici s k-ticemi vstupnich slov, ktery
je totalni (vzdy se zastavi) a se vstupem Tny,...T se zastavi v pfijimajicim
stavu, pravé kdyz N |= (71, . . ., my) (konstrukee stroje indukei podle odvozeni
formule ¢). Je-li A definovano ¥;-formuli (3z2)e(x,x2), kde ¢ je omezena, a
je-li T stroj pro ¢, pak z néj lze lehko sestrojit stroj 7", ktery pro vstup My
postupné generuje my = 0,1,2,..., pro kazdé my ovéii, zda plati (T, ms)
(uzitim stroje T'); jakmile prvni takové 5 najde, zastavi se.

Tim jsme naskicovali ditkaz véty 2.5.1. Nakonec uvedeme jesté jeden diisledek
nasi véty. Pripomenme si abecedu A4, jazyka aritmetiky; slova z A}, jsme
ztotoznili s jistymi ¢isly z mnoziny Seq C N. Chapeme-li X C A% jako mnozinu
slov, je jeji rekursivni spocetnost (rekursivnost) definovana pomoci Turingovych
strojt, které pracuji se slovy z A% .. (Neni nutné napred zakédovat slovo z A%,
jako ¢islo a pak toto ¢islo kédovat jako slovo numeral.) Dostavame toto:

2.5.2 Véta. Necht X C A% C N.

(1) X je ¥p mnozina ¢isel, pravé kdyz X je rekursivné spocetna jakozto
mnozina slov v abecedé A 4.

(2) X je Ay mnozina ¢isel, pravé kdyz X je rekursivni jakoZto mnozina slov
v abecedé A 4,.

Sta¢i dokazovat (1) a implikace < se dokazuje analogicky jako ve vété 2.5.1
(kédovanim vypoctt). Obracené je-li X ¥; mnozina ¢isel, vime, ze X = {m |
n € X} je rekursivné spocetnd, t.j. mame stroj, ktery pro vstup 7 zastavi, pravé
kdyz n € X. Lze sestrojit jiny stroj To, ktery pro vstup (so,...,sk) € A%,
(chépany jako slovo v abecedé A 4,.) sestroji 7 takové, ze n je kéd posloupnosti
(80, .., 8k); s timto 7 pak zachdzi pfesné stejné jako stroj T'. Stroj Ty prokazuje,
ze X jakozto mnozZina slov v abecedé A 4, je rekursivné spocetna.

Od ctenafe se tedy ocCekava porozumeéni vétam 2.5.1, 2.5.2; dikazy jsme jen
naskicovali. Pokud vsak jste jiz absolvoval(a) pfednasku z teorie rekurse, bude
pro Vas hrackou dtkazy vypracovat.

Timto paragrafem kon¢i studium definovatelnosti aritmetickymi formulemi
v N; v dalsich paragrafech se budeme zabyvat teoriemi v jazyce aritmetiky
(obsahujicimi Robinsonovu aritmetiku Q).

2.6 X;-uplnost Robinsonovy aritmetiky

V tomto a nasledujicich paragrafech se budeme zabyvat Robinsonovou aritmeti-
kou Q a jejimi rozsifenimi. Pfipomenme axiomy:
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2.6.1 Definice. Q je teorie v jazyce aritmetiky s nésledujicimi axiomy:

Ql: S(x)#0
Q2 S(x)=S(y) —w=y

z+y=0— .2=0& y=0,
zxy=0— .2=0vy=0,

Ditkaz. (1) Jestlize y # 0, pak y = S(z) pro néjaké z, tedy x+y = S(z+2) # 0.
Jestlize v 20 & y = 0 pak x +y = z # 0. Tim je (1) dokdzéno. (2) Necht
z,y # 0,2 = S(u),y = S(v). Pak x xy = S(u) * S(v) = (S(u) *v) + S(u) =
S(S(u)+v) # 0. (3) je zfejmé. (4) plyne dle (Q4). (5) Jestlize 2+ S(z) =n + 1,
pak S(z 4+ z) = S(n), tedy z + = m. VSimnéte si, Ze (5) je schema; pro kazdé
n mame jiny dikaz. Také (6) je schema; sestrojime pozadované dikazy indukci.
Pfitom je dulezité, ze mebudeme pouzivat idukci wonit diikazi (protoze v Q
nemdame zadny axiom indukce); sestrojime (n + 1)-ty dikaz z n-tého. (Srovnejte
$2.6.6.) Pron = 0 Q dokazuje S(x)+0 = S(z) = x+ 1. Pfedpokladejme (6) pro
n; dostaneme Q- S(z) +n+ 1= S(z)+ S(n) = S(S(z) +n)) =S +n+1) =
x+ S(n+1) =x+n+2. (7) Piedpoklddejme m < z & x # m; pak pro jisté
z#0jest z+m =2z, 2= S(w). Podle (6) plati z =w +n+1, tedy n + 1 < z.

Tim je véta dokazana; ukdzeme jesté dalsi dokazatelnosti v Q.

2.6.3 Véta. Pro libovolné n,m € N dokazuje Q nésledujici formule:

x4
Sy
[T
S
*

: +
S

=0Vaz=1V...Vz=n,

88 333
IN |/\\H\
3 3 3|

Dukaz. (1) Dokdzeme QF m + 7 = m + n indukci dle n. Pro n = 0 mame
dokézat Q- m + 0 = m, coz vsak plyne z (Q4). Pfedpokladdejme, Ze uZz mame
dikaz formule (1) a dokazujme v Q: m+n+1 =m+ S(n) = S(mMm+n) =
m + n + 1. Diikaz tvrzeni (2) je podobny.



2.6 3;-tplnost Robinsonovy aritmetiky 47

(3) Nyni ukdzeme, 7e m # n implikuje Q- m # m. Stadi pfedpokladat
n < m. Pro m = 0 je podminka prazdna. Predpokladejme platnost tvrzeni
pro m a necht n < m + 1. Pak budto n = 0 a (Q1) davd QF 1 # m +1
nebo n = ng + 1, mame tedy Q- 7Ty # m podle indukéniho pfedpokladu; tedy
QF 1 # m + 1 podle (Q2).

(4) Sestrojime pozadované dikazy indukci podle n. Pro n = 0 viz pfedchozi
vétu ¢ast (1). Predpoklddejme platnost tvrzeni (4) pro n a vySetfeme n + 1.
Implikace < plyne dle (1); obracené piedpokladejme v Q x <n + 1. Je-liz =0
jsme hotovi; piedpoklddejme tedy = # 0, x = S(z). Dle 2.6.2(5) dostdvame
z<m,tedy z2=0V ...V z=m,zcéhozplynexr =1V ...Vx=n-+1.

(5) QF 0 < x dle 2.6.2(4). Piedpoklddejme Q-7 < z V x <7 a dokazujme
v Q. Jestlize x <7, pak x < n+ 1 podle (4) a (1); kdyz i < z, pak dle 2.6.2(7)
budm =z atedy 2 <n+1,nebon+1< z.

2.6.4 Véta. (X;-uplnost teorie Q.) Budiz ¢(z) Yo-formule s jedinou volnou
proménnou z a necht N = (3z)¢(z). Pak QF (3z)p(z).

Diikaz. Staci pro kazdé ¢(z1,...,2,) € Yo ukazat, ze N = o(k1,..., k)
implikuje QF (K, ..., k,). Ukazme nejprve s uzitim 2.6.3(1),(2), Ze pro kazdy
term t(x1,...,x,) a kazdou n-tici k1,. .., k, prvkld N je

QFt(ky,. ... ky) =Val(t(ky,... k)

(napf. QF (2% 5) + 4 = 14). Z toho plyne opét dle 2.6.3, Ze naSe tvrzeni plati
pro ¢ atomické nebo negované atomické. (Vsimnéte si, ze kdyz N = =(k < m),
pkm<kaQkFk<m— (k=0V ...V k=m), tedy Q- ~(k < m).)
Indukéni krok pro logické spojky je snadny. Predpokladejme tedy jesté, ze ¢ je
tvaru (Jy < 20)¥(y, 21,...,2,) a N = o(ky, ..., k,); tedy pro jisté kg < ki,
N = ¢(ko, k1,...,k,) a tpodle indukéniho predpokladu QF v (k,...,k,). To
dava Q- o(ky,...,k,). Dikaz pro =@ tj. pro (Vy < 2)=(y,z1,...,2,) je
podobny. (Je vSak tfeba podstatné uzit 2.6.3(4).)

2.6.5 Poznamka. (1) Z pfedchozi véty plyne okamzité, ze kazd4 teorie
obsahujici Q je Xi1-uplna; z prvni Godelovy véty, kterou dokdzeme v paragrafu
8 vsak plyne, Ze zadna “rozumnd” teorie obsahujici Q neni IT;-tplna.

(2) Mame-li k dispozici axiom indukce, mtizeme dokazovat universélni tvrzeni
jednim dikazem; z takového tvrzeni plyne okamzité kazdy jeho konkrétni pripad
(instance) vznikly dosazenim libovolného numeralu 7 za univesilné kvantifiko-
vanou proménnou. O tom bude leccos ve cvicenich; zde aspon jeden ptiklad.

2.6.6 Lemma. V PA je dokazatelna formule
et (y+2)=(r+y +2

(asociativita séitani).

Dukaz. Dokazeme (x + y) + z = = + (y + 2) indukei dle z. Plati ovSem
(x+y)+0=2+4 (y+0) =2 +y. Pledpoklddejme (z +y)+2=2+(y+2)a
vySetfeme (z+y)+S(2). Jest (x+y)+5(z) = S(z+y)+2) = S(x+(y+2)) =
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x4+ S@y+2) = x+ (y+ (S(2)). Z toho plyne tvrzeni dle axiomu indukce pro
formuli = + (y + 2) = (z + y) + z jakozto formuli ¢(z), tj. axiom indukce je

[£(0) & (V2)(p(2) — ©(S(2))] = (V2)e(2).

2.7 Diagonalni lemma

DokéZeme zde slavné diagonélni (autoreferenéni) lemma, které zhruba ¥iké, ze ke
kazdé formuli p(z) jazyka aritmetiky s jednou volnou proménnou existuje uza-
viend formule 1), kterd fikd “j4 mam vlastnost ¢”. Toto lemma hraje podstatnou
roli v dikazu Gédelovy véty o netplnosti a v fadé jejich dikazi v metamatema-
tice aritmetiky. Godel sdm ve své slavné praci z roku 1931 uvedl pouze specialni
pripad, jeho konstrukce je vsak obecna. V plné obecnosti se lemma objevilo
r.1934 v Carnapové knize Logische Syntax der Sprache.

Pripomenme, Ze jsme zakdédovali syntax aritmetiky v N, t.j. formule, termy
atd. jsou pro nas jistd specidlni ¢isla. Pro kazdou formuli ¢ mé tedy smysl
mluvit o prislusném numeralu p; to budeme hojné ¢init. Nejprve dokazeme
jedno technické lemma, které ¥ika, 7e kazdd ¥ funkce z N do N (parcidlni) mé
jistou “velmi dobrou” ¥:;-definici s dodatecnymi vlastnostmi.

2.7.1 Lemma. Nechf F je zobrazeni, jehoz definiéni obor i obor hodnot
jsou ¢astmi N a necht F' je X1, t.j. graf zobrazeni F je ¥i-relace. Pak existuje
¥, -formule a(z,y) takovd, ze pro kazdé m z defini¢niho oboru funkce F plati

QF a(m,y) = y=F(m).

Dikaz. (Pokud Vam bude dukaz pfipadat tézky, odlozte jeho ¢teni aZ po
prostudovani ditkazu Rosserovy véty v nasledujicim paragrafu.)
Dle pfedpokladu existuje Xi-formule (32)p(x,y, z) (¢ omezend) tak, ze pro
kazdé k,m
k = F(m), pravé kdyz N = (32)p(m, k, 2).

Kazdé z spliujici ¢(m, k, ) mizeme nazyvat svédek toho, ze k = F(m). Mizeme
predpokladat, ze svédek pro k = F(m) je vzdy vétsi nez k, pfesnéji, ze Q F
o(x,y,2) — 2z >y [jinak nahradte ¢(x,y, z) formuli
(Fzo < 2)(p(z,y,20) & 2z =20+ y)].

Definujme formuli a(x,y) takto:

a(z,y) = (F2)[p(z,y,2) & (Vo,w < 2)(v#y — —p(z,0,w))]

(existuje z, které svédci, ze F(x) = y a nic pod z nesvédéi, ze F(z) je néco
jiného).

Necht k = F(m). Pak ziejmé N |= a(m, k), t.j. existuje svédek ¢ € N takovy,
ze N = p(m,k,q). Déle N = (Vo,w < q)(v #k — —p(m,v,w)); kdyby tomu
tak nebylo, mélo by F' pro argument m dva rizné obrazy. Diky ¥;-tGplnosti (viz
2.6.4) dostavame
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QoM k. q) & (Yo,n <q)(v#k — —p(m,v,w)), (*)
tedy
QFry=F(m) — a(m,y).
Obracené, necht m, k, ¢ jsou jako vySe a v Q predpokladejme
y # F(m) & a(m,y); chceme odvodit spor. Dokazujeme v Q. (7, y) znamena
(Fz 2 y)(p(m,y,2) & (Vrow < z)(r #y — —p(m,v,w)). (**)
Zvolme takové z a rozliSme dva piipady:
Pripad 1. z <7q - pak ¢(m,y, z) je ve sporu s (*);
Pripad 2. G < z - pak o(m, k,q) je ve sporu s (**).
Tim je lemma dokézano.

2.7.2 Diagonalni lemma. (1) Neparametrickd verse. Necht ¢(z) je formule
aritmetiky s jednou volnou proménnou z. Pak existuje uzaviena formule 1)
takova, ze

Qrv = o).

(2) Parametrickd verse. Necht ¢(x, z) je formule aritmetiky se dvéma volnymi
proménnymi x, z. Pak existuje formule ¢ (z) takovd, Ze pro kazdé k € N

QFp(k) = o(((k), k).

Dukaz. Dokazeme jen (1). Necht p(z) je ddno. VySetfujeme funkci F'
pfifazujici kazdé formuli 6(z) s jednou volnou proménnou uzavienou formuli
§(0) (t.j. Subst(6,z,0)). Tato funkce je ziejmé ¥; definovatelnd v N (5(x) i 6(9)
jsou ¢islal), tedy dle pfedchoziho lemmatu existuje formule a(z,y) takova, Ze

QF ad,y) = y=F(9)

pro kazdé ¢ (formuli s jednoiu volnou proménnou). Polozme

x(@) = Bv)(a(z,v) & ¢(v))

a = F(y) (t.j. ¢ je Subst(x, ,X)). Pak Q dokazuje nasledujici ekvivalence:
¥ = x(X) = @)(a(X,v) & ¢(v) = (F)(v=F(x) & »(v) = ¢(F(x)) =
e(x(X)) = ¢ ().

Tim je lemma dokézano. (Dtkaz ¢asti (2) lze nalézt v citované monografii
Hé4jka a Pudléka.)

2.8 Godelovy véty o neuplnosti, Rosserova véta

Toto je centralni paragraf; zde dokazeme véty, které v tficatych letech tohoto
stoleti radikalné zménily predstavy o tom, co je matematicka logika a ukazaly
mimo jiné, ze pravdu o prirozenych c¢islech nelze tplné postihnout zadnou teorii,
kterd ma rekursivni axiomatiku (formulujeme to pfesnéji a obecnéji).
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2.8.1 Definice. (1) teorie T je aziomatizovand, je-li jeji mnozina axiomt A,
mnozina (t.j. rekursivni). (2) Teorie T' v jazyce aritmetiky je 3i-korektni, je-li
kazda uzaviend Y1 formule dokazatelnd v T pravdiva v N.

2.8.2 Poznamka. Je-li T' axiomatizovand, pak mnozina vSech dikazi v te-
orii T' je A; mnozina; mnozina vSech formuli dokazatelnych v T je zfejmé 34
mnozina.

2.8.3 Definice. Necht T je axomatizovand a necht m(x) je néjakd X, definice
mnoziny v8ech formuli dokazatelnych v T. Formule v spliiujici Q F v = —7(D)
(existujici dle diagonalniho lemmatu) se nazyva Gddelova formule pro T. (v ¥ika
“j4 jsem nedokazatelnd”.)

2.8.4 Vé&ta. (prvni Godelova véta o nedplnosti).

Necht T je axiomatizovand teorie v jazyce aritmetiky obsahujici Q a Xi-ko-
rektni. Pak T je netuplnd; Godelova formule neni ani dokazatelna ani vyvrati-
telna.

Dukaz. Necht T'+ v, pak N |= 7(7) (nebot 7 definuje dokazatelné formule),
tedy T'F w(v) diky Xi-tplnosti, tedy T+ -7 a T je sporna. Tedy T nedokazuje
v.

Necht T'+ —w, tedy T+ 7w(7) (dle definice Gédelovy formule), tedy N |= 7(7)
diky >1-korektnosti, tedy T'F v a T je sporné. Tedy T nedokazuje —wv.

Poznamka. Vsimnéte si, Zze pfedpoklad 3;-korektnosti neni pot¥eba k du-
kazu nedokazatelnosti formule v.

2.8.5 Definice. Bud T' O @ axiomatizovana teorie, bud (Ju)5(z, u) X1-defi-
nice mnoziny vSech formuli dokazatelnych v T a (Ju)y(x, u) X1-definice mnoziny
vSech formuli vyvratitelnych v T (t.j. vSech ¢ takovych, ze T F —y; zfejmé tato
mnozina je ¥p). Formule §,v jsou omezené. Rosserova formule p je formule
splnujici

QFp = Cu)y(@u) & (Vv <u)=5(p,v))

(fikd: “existuje mé vyvraceni, pod nimZ neni z4dné mé ovéfeni”). Ziejmé p
existuje podle diagonalniho lemmatu.

2.8.6 Véta (Rosserova). Je-li T bezesporné axiomatizovana teorie obsahujici
Q, pak formule p neni ani dokazatelna ani vyvratitelna v T'.
Dukaz. Necht T F p; tedy existuje d takové, ze N = 3(p, d). Tedy o F

B(p,d) z ¥1-tplnosti. Dokazujeme v T
Méjme u zarucené formuli p, t.j. takové, ze

Y(B,u) & (Yo < u)=B(5,v).
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Je tedy u < d, tedy (3u < d)y(p,u), tedy v(p,0) V ... V ~(p,d). Zjistili

jsme T F /\'y(ﬁ, €); ale z bezespornosti teorie 7' plyne, ze T' nedokazuje —p,
e<d

t.j. N & —vy(p,e) pro libovolné e, tedy T + —y(p,€) z Xi-tGplnosti, tedy T +

/\ —v(p,€), tedy T je sporna, coz je spor. Tedy T nedokazuje p.

e<d

Za druhé necht T + —p, tedy T F (Vu)(v(p,u) — (Fv < w)B(p,v)). Pitom
N = ~(p,d) pro néjaké d (nebot p je vyvratitelné), tedy T + v(p,d) z ¥1-ko-
rektnosti, tedy 7'+ (v < d)B(p,v), tedy T F /\ﬂ(ﬁ7 €); ale T nedokazuje p,

e<d
tedy N E —0(p,€) pro e < d, tedy T + /\—\ﬂ(ﬁ,é), coz je spor v T'; tedy T
e<d
nedokazuje —p.

Tim jsme ukondili dikaz Rosserovy véty. Godelova prvni véta o netplnosti
mé pozoruhodny dtisledek (kterého si byl védom uz Godel, ¥ikd se mu druhd
Godelova véta o netplnosti), ktery v podstaté fika, ze zadnd “rozumnd” arit-
metika nemize dokazat svou vlastni bezespornost. To je pozoruhodny vysledek;
pokud se dohodneme, Ze finitni prostiedky jsou formalizovatelné v PA, pak tvr-
zeni, ze PA nedokazuje svou bezespornost, znamena, Ze bezespornost aritmetiky
nelze dokazat finitnimi prostfedky. Do filosofickych diskusi se nebudeme poustét;
definujeme nejprve, jak se bezespornost néjaké teorie vyjddii v ni samé.

2.8.7 Definice. Bud T-axiomatizovana teorie v jazyce aritmetiky obsahujici
Q, necht 7(z) je ¥y formule definujici v N mnoZinu v8ech formuli dokazatelnych

v T. Pak Con, zna¢i formuli -7 (0 = 1).

Formule Con, tiké, Ze formule 0 = 1 (vyvratitelnd v T') neni dokazatelné
v T, pfesngji: N = Con,, pravé kdy% formule 0 = 1 neni dokazatend v T.
Jde o to, zda T mize dokédzat Con,. K dikazu, ze nemuize, potiebujeme dalsi
predpoklady o formuli 7.

2.8.8 Definice. Bud T, jako vySe. Hilbert-Bernaysovy podminky dokaza-
telnosti jsou nasledujici podminky (1)-(3) (pro kazdé ¢, 1))

(1) Kdyz T + ¢, pak T + 7(9),

() T+ 7(p) — (7). -

B)TEx(e = ¢) = (7(@) — 7(¥)).

Poznamka. Podminka (1) je za naSich pfedpokladii splnéna, je-li T' X;-ko-
rektni. Je-li T+ ¢, pak N = 7(®%) (nebot 7 definuje v N mnozinu &isel formuli
dokazatelnych v T') a 7 je Xj-formule, tudiz dostavdme T + 7(p). Podminky
(2) a (3) jsou jemné podminky na zvolenou definici 7: (2) vyjadfuje formalizo-
vanou X-korektnost, (3) vyjadfuje uzavienost mnoziny dokazatelnych formuli
na modus ponens. (Pozor: formule z (2),(3) jsou pravdivé v N; podminky vSak
vyzaduji, Ze jsou tyto formule dokazatelné v T. (Lze sestrojit protipiiklady.)
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2.8.9 Lemma. Necht T, 7 jsou jako v 2.8.7 a necht T, 7 spliiuji podminky
dokazatelnosti. Pak pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati

TkHCong = (—7(®) V - 7(59)).

(Cteme: teorie definovana formuli 7 je bezesporna, prave kdyz bud ¢ nebo —¢p
je nedokazatelna.)

Dutkaz. Plati T - o — (- =1), tedy T+ 7m(p — (—p — 0=1),
tedy T + 7(p) — (7(=p) — (0 =1) (dle podminky (3)), tedy T+ n(p &
w(=p) — —~Cong.

Obréacens plati T+ —(0 = 1), t.j. T+ w(=(0 = 0
(r(0=1) — 7(®) & 7(Zp)) (nebot T+ 7(~(0=1) — (0=1 — ¢)) a po-
dobné s () misto ¢). Tedy T + ~Con, — 7(¥) & 7(=p). Tim je dikaz
proveden.

!

2.8.10 Véta. Je-li T axiomatizovana teorie v jazyce aritmetiky obsahujici
Q a je-li 7 ¥y-formule definujici v N mnozinu vSech formuli dokazatelngych v T,
a plati-li podminky dokazatelnosti pro T, ¢, pak

TFCon, = v,

kde v je Gédelova formule (viz vyse). Je-li tedy T bezespornd, pak formule Con
je nedokazatelna v T'. (To je druhd Gédelova véta o neidplnosti.)

Dukaz. Jest T Hv — —m(7) (z definice v), tedy dle pfedchoziho lemmatu
T+ v — Cong. Obracené jest T + —v — 7(v), ddle T + 7n(¥) — =(n(¥))

(podminka (2)); také T F 7(v) — —w, tedy T + n(w (7)) — w(—7), tedy méme

TH-wv — n(@), TF-wv — n(7D0),

TH-v — 7n(v) & n(5p),
TH-v — =Cong.

Celkem T Fv = Con,.

Je-li T bezespornd, pak T nedokazuje v (v ditkazu 1. Godelovy véty jsme upo-
zornili, Ze pro nedokazatelnost formule v staci bezespornost, neni tieba X;-ko-
rektnost); tedy 7' nedokazuje Con,.

2.9 Nerozhodnutelnost aritmetiky

Vime, Ze je-li teorie T v jazyce aritmetiky (mnoZina axiomi) ¥; (zejména je-li
Aj nebo Ap), pak mnozina vSech formuli dokazatelnych v T je X1, jinymi slovy:
je-li T rekursivné axiomatizovand teorie, je mnozina Prp formuli dokazatelnych
v T rekursivné spocetna. Ukazeme, ze je-li T bezespornd, pak mnozina Prp
neni rekursivni (neni A;). tedy neexistuje algoritmus, ktery pro kazdou formuli
o rozhodne, zda ¢ je ¢i neni dokazatelna.



2.10 Epilog 53

2.9.1 Véta. Necht T je bezesporna axiomatizovand teorie v jazyce aritme-
tiky obsahujici Q, necht 7(z) je 31 formule definujici v N mnozinu vSech formuli
dokazatelnych v T'. Pak w(x) neni A; formule v N.

Dtikaz se opira o nasledujici lemma.

2.9.2 Lemma. Je-li T bezesporna teorie v jazyce aritmetiky a mnozina
Pry v8ech formuli dokazatelnych v T je A; v N, pak existuje tplna bezesporna
teorie 7" takova, Ze mnozina T je A; v N.

Dukaz spociva v ovéreni, ze klasicka konstrukce bezesporného tuplného roz-
Sifeni bezesporné teorie (ktery je mj. souédsti dikazu Gédelovy véty o tGplnosti)
dava k Aj teorii Aj rozsifeni. Vskutku necht F je A; funkce, F': N — N, ta-
kovéa, Ze jejim oborem hodnot jsou vSechny uzaviené formule. (Existence plyne
z toho, Ze mnozina vSech uzavienych formuli je nekonefnd A; ¢ast mnoZiny
N.) Definujme G(0) = F(0), pokud T + F(0), jinak G(0) = —F(0); mame-li
G(0),...,G(k), definujme G(k + 1) = F(k + 1), pokud (T,G(0),...,G(k)) +
F(k+1), jinak G(k+ 1) = =(F(k +1)). Podle ptedpokladu, ze Prr je Ay v N,
je relace T, G(0),...,G(k) - F(k + 1) také Ay v N (véta o dedukei). Funkce
G vznikd z F primitivni rekursi (pfesnéji, jistou variantou primitivni rekurse)
a je tedy A; podle véty 2.3.8; teorie 7' = {G(k) | k € N} je bezesporné tiplné
roz§ifeni teorie T (nebot pro kazdé k je teorie (T, G(0), ..., G(k)) bezesporné dle
konstrukee). Teorie 1" je £1 v N.

Necht a(z,y) je Ay v N a definuje relaci “p = F(k)”, necht 8(z,y) je Ay
v N a definuje relaci “¢ = G(k)”. Pak pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati:
¢ € T, préavé kdyz N |= (3z) (o, ) & B(,x)) (t.j. v kroku k takovém, Ze
© = F(k), je ¢ = G(k)), t.j. T je 3y v N;

¢ ¢ T pravé kdyz N |= (3z)(a(7,2) & B(,x))

(t.j. v kroku k, pro né&jz ¢ = F(k), je G(k) = (—¢p)).
Tim je lemma dokézano.

2.9.3 Dukaz véty 2.9.2: Kdyby Prr bylo Ay v N, pak by 7" mélo tplné
bezesporné rozsiteni T', které by bylo A; v N. Takové rozsifeni je vSak netiplné
dle 1.Godelovy véty o netplnosti.

2.10 Epilog

Pokud jste, vaZena ¢tenaiko a vaZeny ¢tenari docdetl(a) tento text aZ sem a méte
za, sebou seriosni pokus o podrobné prostudovani pfedlozeného materidlu, ptate
se patrné: na co to bylo? Co jsem se naucil(a)? V tomto zdvérecném odstavci
shrneme nékteré zékladni aspekty, které se Vam meély ozfejmit.

(1) Pravdivost a dokazatelnost Definovali jsme dokazatelnost ve vyroko-
vém poctu, v predikdtovém poctu, v axiomatickych teoriich. Definovali jsme
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dvoji pojem pravdivosti: tautologi¢nost (pravdivost p¥i vSech evaluacich resp.
ve vSech modelech) a na druhé strané pravdivost v jednom konkrétnim modelu.
Pro aritmetiky (teorie v jazyce aritmetiky) nas velice zajimala pravdivost ve
standardnim modelu N. Je pravdivost ekvivalentni dokazatelnosti? Na to jsou
dvé odpovédi: pokud pravdivost znamend tautologi¢nost (pravdivost ve vSech
modelech), pak odpovéd je ANO: to je véta o Uplnosti, analogicky i silnd véta
o Uplnosti (pro teorii a vSechny jeji modely). Pokud v8ak pracujeme s libovol-
nou axiomatizovanou teorii T' v jazyce aritmetiky, jejimz jednim modelem je N
(t.j. kazdd formule dokazatelnd v T je pravdivd v N) a “pravdivost” znamend
“pravdivost v N”, pak odpovéd je NE: T neni uplna (dle 1. Godelovy véty o
neuplnosti), existuje formule v pravdiva v N a nedokazatelnd v T'. Pridate-li v
k T, dostanete jinou teorii 7" a jinou v’ pravdivou v N a nedokazatelnou v T".
To lze iterovat, dokonce transfinitné (to v8ak uz je delikatni véc). Hlavni je toto:
pravda v N neni ekvivalentni dokazatelnosti v zadné axiomatizované teorii 7.

(2) Logika a informatika Jaké jsou vztahy logiky k informatice? Cetné.
Hned vyrokovy pocet a jim dané booleovské funkce (zobrazeni z {0,1}" do {0,1})
maji uplatnéni na hardwarové Grovni pocitacti. Logika je podstatna v logickém
programovani (jazyk PROLOG). Teorie vypocetni slozitosti (PNP problém a
podobné) ma velmi tzky vztah ke slabym aritmetikdm, napf. k teorii, ktera
vznikne z PA tim, Ze pfijmeme jen axiomy indukce odpovidajici omezenym for-
mulim (omezend aritmetika). V umélé inteligenci jsou velmi uziteéné neklasické
logiky, které se lisi od vyrokového (predikdtového) poc¢tu tim, Ze maji vice prav-
divostnich hodnot nez dvé (fuzzy logiky) nebo tim, Ze uzivaji rtizné modality
(Op znamend “nutné ¢” a pod.), t.j. rizné moddlni logiky, zejména v souvislosti
s usuzovanim za nejistoty (logiky domnéni). Je fada dalsich souvislosti, tieba
logiky programt a jiné. Logické systémy, které jsme vylozili, jsou zakladem vSech
téchto logik.

(3) Logika jako metamatematika Matematickd logika je matematicka dis-
ciplina studujici formalizované matematické teorie (napf. PA). Studuje napft.
modely dané teorie a muze dat dukazy bezespornosti néjaké teorie tim, ze se-
stroji jeji model (za néjakych predpokladi, tieba pfedpokladu, Ze jiné teorie ma
model). Izde mé Godel svétoznamy vysledek (z r.1939): Ukazal, Ze z libovolného
modelu teorie mnozin lze sestrojit jiny model teorie mnozin (podmodel prvniho),
v némz plati axiom vybéru; ukazal tak, Ze je-li teorie mnozin bezesporné, zistane
bezesporné i po pridani axiomu vybéru (a téz po pfidani hypotézy kontinua, i
ta plati v jeho modelu). V r.1963 sestrojil P.J.Cohen jiny model, ktery ukazal,
ze na druhé strané Ize k teorii mnozin pridat bezesporné negaci axiomu vybéru,
t.j. Ze axiom vybéru je nedokazatelny v teorii mnozin (pokud ta je bezespornd).
Teorie modelii teorie mnozin je nesmirné bohaté disciplina.
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(4) Poslani matematického logika je dvoji: jednak ukazovat, kam az lze jit
metodami a prostiedky formalni logiky, tyto prostiedky zbohacovat, studovat a
aplikovat, jednak ovSem ukazovat, kam uz jit nelze, které cile jsou nerealné a ne-
uskutecnitelné (napt. diikaz bezespornosti teorie mnoZin vedeny v ni samé nebo
algoritmus rozhodujici o kazdé formuli, zda je ¢i neni dokazatelnd v aritmetice).

Pokud soudite, Ze to je kol pocestny, krasny a dobrodruzny, uvazte, zda se
nechcete matematickou logikou zabyvat hloubéji.
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Cvicéeni
1. (a) Dokazte, Ze relace délitelnosti, relace nesoudélnosti, mnozina vsech dru-
hych mocnin pfirozenych ¢isel a mnozina vSech prvocisel jsou v N Ag-defi-
novatelné.
(b) Dokazte, ze mnozina vSech mocnin dvojky je v N Ag-definovatelna.
Néavod k (b). Obejdéte se bez faktu, Ze funkce x — 2% je Ag-definovatelna.
Je to pravda, ale diikaz je obtizny.
2. (a) Dokazte, Ze kazda jednoprvkovd mnozina je definovatelnd ve struktufe

(N, <). Necht déle R je relace

{[z,y]; [z -yl =1}

Dokazte, ze i ve struktufe (N, R) je kazd4 jednoprvkovd mnozina definova-
telna.

Dokazte, Ze mnozina vSech sudych Cisel neni definovatelnd ve struktufe
(N,0,.+1).
Névod. Vyuzijte cviceni 16 v par. 1.4.

. Je-li relace R C N¥ definovatelna ve struktute (N,0,.41), pak existuje
¢islo m takové, ze pro kazdé ¢ a kazdou volbu ¢isel ay,...,a;-1,a;41,.. ., ag
mnozina

{ X, [al,...,ai,l,aﬁ,aiﬂ,...,ak] S R}

nebo jeji komplement mé nejvyse m prvkid. Dokazte. Plati analogicka véta
i pro strukturu (N,0,.+1,<)? Rozhodnéte, zda relace < je ve struktufe
(N,0,.41) definovatelna.

Dokazte, ze funkce x — z + 1 je definovatelnd ve struktuie (N, <).
Dokazte, 7ze ve struktuie (N,0,.4+1,-) je definovatelné s¢itani pfirozenych
Cisel.

Navod. Ovérte a vyuzijte implikaci

at+b=c= (14+ac)(l+bc)=1+c*(1+ab)

Necht M je libovolny nestandardni model Peanovy aritmetiky. DokaZte, Ze
standardni ¢ast modelu M (t.j. mnozina hodnot vSech numeréli) neni v M
definovatelna.

Dokazte, Ze nasledujici formule jsou dokazatelné v PA

O+z==x S(y)+x=5(y+=x)
(z+y)tz=2+(y+2) y+tr=z+y
0-2=0 Sly)-z=y-z+z
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10.

11.

12.

y-x=x-y z-(y+x)=z-y+z-x

(2 y)z=2(y ) Vady(z =y+yVae=y+y+1)
y+r=z—y=0 VaVyJu(u+z=yVu+y=x)
r<y&y<z—z<z <z

r<y&y<zr—ozxz=y r<yVy<cz

< SWy) = (=S Ve<y)

. Dokazte, ze je-li p libovolna aritmeticka formule, pak kazda z nésledujicich

formuli je dokazatelna v PA

Vu < z3vp(u,v) — FyVu < 230 < yo(u,v)

Vavy(p(z, y) & = # 0 — Fuv(p(u,v) & v < y))

— (FxIye(z,y) — Jye(0,y))

©(0,0) & Vavy(o(x,y) — ¢(z,S(y))) & Ye(Vye(z,y) — »(S(x),0))
— YaVyp(z,y)

Rozhodnéte, zda plati: je-li x substituovatelna za v ve formuli ¢, pak kazda
formule tvaru

00(0) & Va(pu(2) = @u(S(2))) — Vap,(z)

je dokazatelnd v PA.
Navod. Cela formule mtize mit volné vyskyty proménné x.

Rozhodnéte, zda plati

(a) Je-li Jzp(z) aritmeticka sentence takova, ze PA - Jzp(z), pak existuje
¢islo n takové, ze PA F o(n).

(b) Je-li Jzp(x) aritmetickd sentence takovd, Ze ¢ je omezend a PA F
Jzp(x), pak existuje ¢islo n takové, ze PA F ¢(7).

Névod. V (a) vezméte omezenou formuli ¥ (y), pro kterou plati N |= Yy (y),
ale PA I/ Vyu(y). Existenci takové sentence zarucuje prvni Godelova véta.
Déle uvazujte sentenci JzVy(1(y) V - (z)).

Rozhodnéte, zda plati

(a) Jsou-li @, 9 aritmetické sentence takové, ze PA ¢V, pak plati PA - ¢
nebo PA F 1.

(b) Jsou-li ¢, ¢ aritmetické X;-sentence takové, ze PA F ¢ V 9, pak plati
PA I ¢ nebo PA F 9.

Néavod k (b). Pouzijte ¥;-korektnost na disjunkei ¢ V ¢ a X-tplnost zv1ast
na ¢ a na .
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13.

14.

15.
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Tvrzeni, ze kazdé sudé ¢islo vétsi nez 3 je souctem dvou prvocisel, se nazyva
Goldbachova domnénka a neni o ném znamo, zda je pravdivé. Dokazte, Ze
je-li toto tvrzeni nezavislé na PA, pak plati v N.

Néavod. Urcete pozici daného tvrzeni v aritmetické klasifikaci formuli a
pouzijte X-tplnost.

Dokazte, Ze model N~ + Z~ se nedd rozsifit (ani funkci, ktera neni defino-
vatelnd) na model teorie Th((N,+,0,.4+1)).

Néavod. Vezméte nestandardni prvek a a uvazujte, zda a + a muze byt
v konecné vzdalenosti od a nebo od 0. Jedno z toho by nastat muselo.

Necht M je spocetny nestandardni model teorie PA. UvaZujte relaci ~ jako
v prikladu 6 paragrafu 1.4: a ~ b pravé kdyz vzdalenost a a b je konec¢na.
Dokazte, ze kdyz a; ~ ag a by ~ by, pak a; + by ~ as + by. Tedy ~ je
kongruence vuéi séitani. Je ~ kongruentni i vi¢i ndsobeni? Uvazujte dale
jen uspofddéani. Dokazte, ze (M —{x; x ~ 0}, <)/ ~, t.j. struktura vznikla
z (M, <) odstranénim standardni ¢asti a faktorizaci podle ekvivalence ~, je
izomorfni s uspofaddnim racionélnich ¢isel (Q, <).

Névod. Uvazujte o dvojnasobcich, polovinach a aritmetickych primeérech
nestandardnich resp. dvojic nestandardnich prvk podobné jako v cvice-
ni 14.



