Cviceni ke kursu Moddlni a neklasické logiky
(4. ledna 2023)

Cviceni

1.

Navrhnéte gentzenovska pravidla pro pripad, Ze i spojka ekvivalence = by
se povazovala za zékladni logickou spojku. Pravidla maji byt korektni (vici
klasické dvouhodnotové i vudi kripkovské sémantice) a maji mit vlastnost
podformuli (subformula property).

. Lobovo pravidlo LR je pravidlo JA — A / A. Ovéite (ale je to skoro o¢i-

vidné), Ze toto pravidlo je v logice GL pripustné, neboli Ze mnoZina vSech
formuli dokazatelnych v GL je na toto pravidlo uzaviena. Dokazte, Ze pfi-
dani pravidla LR k logice K4 d& logiku ekvivalentni s GL.

Névod. Oznacte B formuli O(A — A) — OA, a dokazte formuli OB — B
v logice K4.

Dokazte, ze v logice K je pravidlo LR pripustné, ¢ili ze jeho pridani k hilber-
tovskému kalkulu logiky K nezméni mnozinu vsech dokazatelnych formuli.
Navod. Vyuzijte vétu o uplnosti logiky K dokédzanou v prednésce: pro di-
kaz dokazatelnosti formule A staci ovérit, ze A plati ve vSech konec¢nych
(antireflexivnich) stromech.

Gentzenovsky kalkulus pro logiku dokazatelnosti méa jediné odvozovaci pra-
vidlo (I',00r0A4 = A) / (O = 0OA). Dokazte, ze tento kalkulus a
hilbertovsky kalkulus pro logiku dokazatelnosti se vzajemné simuluji, a tu-
diz jsou ekvivalentni.

Dikaz véty o tuplnosti logiky K uvedeny v pfednasce je zalozen na algo-
ritmu, ktery pfi zpracovani parametri I' a A nékdy vold sdm sebe (vyuziva
rekurzivni volani{ procedur). P¥itom parametry vnofeného volan{ vzdy maji
dohromady méné vyskytt symbolt (spojek a modality O) nez ptivodni pa-
rametry I' a A. Rozmyslete si, Ze algoritmus lze upravit pro logiku GL.
Gentzenovsky kalkulus pro logiku GL je tedy uplny vici koneénym tranzi-
tivnim antireflexivnim rémcim a plati pro néj véta o eliminovatelnosti fezu.
Logika GL je rozhodnutelnd a mé vlastnost koneénych modelua (finite model
property).

Névod. Pri zpétné aplikaci modalniho pravidla na sekvent, ktery neni inici-
(na rozdil od algoritmu pro logiku K) muze zvétsit. Avsak zaroven v ante-
cedentu musi pribyt formule zacinajici modalitou.



6. Promyslete nasledujici diikaz iplnosti gentzenovského kalkulu pro logiku K4,
ktery neni zalozen na analyze algoritmu vyuzivajiciho rekurzivni volani pro-
cedur, ale véta o eliminovatelnosti fezt a vlastnost konec¢nych modelt z néj
plyne také. Sekvent (I' = A) je saturovany, jestlize spliiuje podminky

kdyz B& C je vI nebo BV C jev A, pak BiC jev I resp. v A,

kdyz BV C je vI nebo B& C je v A, pak B nebo C je v T (v A),

kdyz =B je v I' nebo =B je v A, pak B je v A resp. v I,

kdyz B— C je v T, pak B je v A nebo C je v T,

o kdyz B—Cjev A, pak BjevI'aCjev A.
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Lemma 1 tvrdi, ze pro kaZdy sekvent (I' = A), ktergy v kalkulu pro lo-
giku K4 nemd bezrezovy dikaz, existuje saturovany sekvent (II = A, ktery
také nemd bezrezovy dikaz, a pritom I' C Il a A C A, a navic kaZda for-
mule v ITU A je sestavena z podformuli formuli v T U A. Necht (¥ = Q)
je (nadale fixni) sekvent, ktery nemé beziezovy dikaz. Definujme W jako
mnozinu vSech saturovanych sekventu, které jsou sestaveny z podformuli for-
muli v XUQ a nemaji bezfezovy diikaz. Pak W # () (pro¢?) a W je konecna.
Definujme relaci R na mnoziné W takto: (I' = A) R (Il = A) jestlize
kdykoliv OB € T', pak OB € II a B € II. Relace R je tranzitivni (proc¢?).
Definujme |- takto: (I' = A) |- p, pravé kdyz p € I'. Lemma 2 tvrdi, zZe
pro kazdou formuli A a kazdy sekvent (I' = A) € W plati implikace

AcT=(I'=>A)|-A a AcA= (T = A) |+ A
Vysledny model (W, R, ||-) je koneény protipiiklad na sekvent (¥ = Q).

7. O kazdé z nasledujicich tiid rozhodnéte, jestli je charakteristickou tfidou
néjaké modalni logiky:

(

(b) {W,R]; R#0},

(c) {[W,R]; R=W?},

(d) {[W,R]; VaVy(x Ry = 3z(z Rz& z Rvy)) },
(e) {[W,R]; YaJy(z Ry) },

() {[W.R]; Va=(z Rz) },

(g) {[W.R]; VaVy~(z Ry = ~(y Rz)) }.

8. Pomoci kripkovské sémantiky dokazte, ze pravidlo JA / A je pfipustnym
pravidlem logiky GL. Tyz fakt dokazte dikazové teoreticky, tj. uvahou
o tom, jak muze (musi) vypadat posledni krok v beziezovém dikazu sek-
ventu ( = OA).



