Cviceni ke kursu Neuplnost a Godelovy véty
(20. dubna 2024)

Cviceni

1.

Dokazte, ze kazda rekurzivni mnozina je m-preveditelna na kazdou mnozinu,
ktera je neprazdnéd a ma neprazdny komplement. Zduvodnéte, ze kdyz A je
m-preveditelnd na @), pak A = (), a kdyZ A je m-pieveditelnd na N, pak A = N.

. Uzijte fakt, ze kazd4 rozhodnutelna bezesporna teorie ma rozhodnutelné

zuplnéni, a dokazte, ze libovolnd teorie T je podstatné nerozhodnutelni,
pravé kdyz je podstatné neiplna.

Necht Y C N je RE nerekurzivni mnoZina. Zduvodnéte, ze X = {2n;n €Y'}
je také RE a nerekurzivni. Uvazujte jazyk {0, S, P}, kde P je undrnf predikat.
Necht T je teorie, jejiz mnozina axiomi je SUCCU{ P(7); n € X }. Necht S
je (T+VxP(z)). Kterd z teorii T a S je rekurzivné axiomatizovatelnd? Ktera
z nich je konzervativnim rozsifenim teorie SUCC? Kterd z nich je uplna? A
ktera z nich je rozhodnutelna?

Névod. Zduvodnéte, ze napiiklad sentence Jx(P(x) & P(S(x))) je nezévisla
na T. Dale zdiuvodnéte, ze S pripousti eliminaci kvantifikatort.

Necht T7 je teorie Q — {Q1} a necht T3 je teorie Q — {Q2}. Zdtuvodnéte, ze
jak T7, tak T mé koneény (dokonce velmi maly) model. Vyvodte z toho, Ze
ani jedna z téchto teorii neni podstatné nerozhodnutelna.

Dokazte, ze kdyz graf funkce f : N — N je Ag-definovatelny, pak existuje
Ap-formule v(y, z), kterd funkei f slabé reprezentuje v tom smyslu, ze:

Vnvm(m = f(n) = QF Vy(y(y,n) = y =m)).

Necht T je teorie splnujici pfedpoklady Prvni Gédelovy véty a necht o je
Y;-sentence nezdvisla na T'. DokaZte, ze (T + o) neni, ale (T 4+ —0) je X1-ko-
rektni.

Tvrzeni, ze kazdé sudé ¢islo vétsi nez 3 je souc¢tem dvou prvocisel, se nazyva
Goldbachova domnénka a neni o ném znamo, zda je pravdivé. Dokazte, ze
je-li toto tvrzeni nezavislé na PA, pak plati v N.

Necht M je model Peanovy aritmetiky a necht a je jeho nestandardni prvek.
Pak mnozina K = {b € M ; In € N(b < a™) }, kterou mizeme schématicky
oznadit jako aV, je uzaviend na operace, takze je nosnou mnozinou podstruk-
tury K modelu M. Dokazte, ze identicka funkce na K zachovava vsechny
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Ag-formule, tj. Ze K je Ag-elementdrni podstrukturou modelu M. Z toho,
Ze mocnina (se zdkladem 2) je Ag-definovatelnd, vyvodte, ze K # M.

Necht T' je bezesporné rozsiten{ PA, necht 7(z) € 3 je definice mnoziny T a
necht v je Teseni rovnice T'+ v=—Pr. (7). Dokazte, Ze pak PA + v— Con(7).
Vyvodte z toho, ze Tt/ Con(1) — —Pr.(Z7).

Necht 7*(z) je formule 7(z) & Con(w). Dokazte podrobné, ze 7*(2) je de-
finice PA v N a 7e PA F Con(7*). Pro¢ tento fakt neni ve sporu s Druhou
Godelovou vétou?

Necht 7(z) je formule m(z) V Jy<zProof,(—Con(w),y). Ovéite, ze 7(z) je
Ag-definice PA v N. Axiomy PA popisuje jako vSechny axiomy teorie 7 plus
viechny sentence vét$i nez nejmensi dikaz sentence —Con(w), pokud takové
dikazy existuji. Dokazte, ze PA F Pr,(—Con(m)) — —Con(7). Vyvodte z toho,
ze PA I/ Con(m) — Con(7). Jinak by totiz sentence Con(w + Con(m)), kterd je
PA-ekvivalentni s —=Pr,(—Con()), byla dokazatelnd v (PA + Con(m)).

Necht T je rozsifeni Q a necht 7(z) € Ag je definice mnoziny T v N. Zdi-
vodnéte podrobné, ze jak sentence 0 = 0, tak sentence 0 # 0 je TeSenim
autoreferenéni rovnice T'+ ¢ = Vy(Proof (5@, y) — Juv<yProof (3, v)).

Necht T' je bezesporné rozsiteni PA, necht 7(z) € Ag definuje T' v N a necht
p je feseni rovnice T+ p = Vy(Proof,(p, y) — Jv<yProof . (5p,v)). Dokazte,
ze PA + Con(7)——Pr.(p)&-Pr.(5p), neboli ze diikkaz nezdvislosti sentence p
lze formalizovat v PA.

Navod. Stacilo by predpokladat, ze T je rozsiteni Q, ale dikaz by byl obtiz-
néjsi. Necht o je pomocnd sentence Jv(Proof . (Sp, v) & Yy <v—=Proof(p,y)).
Pro sentenci o plati T+ 0 — p, coz je jedna z véci, se kterymi by v Q byla po-
tiz. Dale vyuzijte, ze PA + Pr.(—=p), PAF 0 —Pr.(c) a PAF —p—Pr.(5p).

Dokazte ve vyrokové varianté kalkulu GK vSechny formule ze cviceni 16.
V predikdtové varianté kalkulu GK dokazte vSechny formule ze cviceni 22,
sentenci ze cviceni 24, a také sentenci Jz(P(x) — YyP(y)).

Navrhnéte dvé dodatecna pravidla kalkulu GK pro pripad, Ze i spojka = se
povazuje za zakladni symbol. Pro vysledny kalkulus méa platit véta o iplnosti
a vlastnost podformuli (subformula property).

Pro kazdé z nasledujicich schémat naleznéte diikkaz v kalkulu GJ, nebo krip-
kovsky protiptriklad na nékterou instanci:

(A— B) = (=B — —A), AV-A— (——mA— A),
(ﬁB — ﬁA) —(A— B), ——AV (-—A— A),
(——A — B) = (-B — —-A), (A— —==B) = (-—~A— -—B),
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(A= B)V(B—A), (A— -—-B)— ——(A— B),

-(A— B) —» —B, -—(A— B) = (A— —-—B),

-(A— B) = A, A& (BVC)—= (A& B)V(A&C),
-(A— B) = -4, AV(B&C)—= (AVB)&(AV (),
(A— B) = ((-A— B) — B), A— (BV(C)—= (A= B)V(A— (),
(A— B) = (=——A— --B), -—(A& B) = (——A & ——B),

AV oA, —=(=—A — A).

Koren kripkovského ramce definujme jako vrchol, z néhoz jsou dosazitelné
vSechny vrcholy rdmce. Zduvodnéte, Ze neni-li vyrokova formule intuicionis-
tickou tautologii, pak je nesplnéna v kofenu urc¢itého kripkovského modelu.

Amalgamace jako operace fungujici na ramcich s kofenem je definovana né-
sledovné. Jsou-li Ki,.., K, rdmce s koreny by, ..,b,, pak z nich utvoreny
ramec K sestava z disjunktniho sjednoceni ramct Ky, .., K, a jednoho do-
datecného vrcholu a, z néhoz jsou dosazitelné vSechny by, .., b, (takZe jsou
z n&j dosazitelné viibec vSechny vrcholy ramce K, takze a je v K kofenem).
Zdtvodnéte pomoci amalgamace, ze kdyz AV B je intuicionisticka tautologie,
pak alespon jedna z formuli A a B je intuicionistické tautologie.

Formule je harropovskd, jestlize kazdy vyskyt spojky V se v ni nachéazi v roz-
sahu néjaké negace nebo v “levém rozsahu” néjaké implikace. Takze napti-
klad r — p V ¢ neni harropovskd formule. Kdyz A — B je harropovskd, pak
B musi byt harropovské, ale A nemusi. Zduvodnéte, Ze je-li K ramec s kore-
nem a sestrojeny amalgamaci z ramcu K1, .., K, s koreny b1, ..,b,, pak z K
lze vhodnou volbou pravdivostnich hodnot atomti v a ziskat model, ktery
ma tuto vlastnost: kazda harropovska formule je splnéna v a, pravé kdyz je
splnéna ve vsech by, ..,b,.

S uzitim predchoziho cvic¢eni dokazte toto: kdyz I' je mnozina harropovskych
formuli a AV B intuicionisticky vyplyva z I, tj. je v kazdém modelu splnéna
ve vSech vrcholech, ve kterych jsou splnény vsechny formule z I', pak alespon
jedna z formuli A a B intuicionisticky vyplyva z I'.

Zduvodnéte, ze prestoze mnozina {(——p — p) — (p V —p)} neni mnozinou
harropovskych formuli, tvrzen{ z pfechoziho cvicen{ pro ni plati také (a ne-
vadi pti tom, kdyZz se atom p vyskytuje v disjunkci A V B).

Navod. Amalgamaci aplikujte ne na dva, ale na tii modely, pricemz tfet{ je
protipriklad na formuli =—p — p.

Necht ¢ a 1 jsou predikatové formule a necht y je formule neobsahujici volné
vyskyty proménné x. Pro kazdé z nasledujicich schémat naleznéte dikaz
v kalkulu GJ, nebo kripkovsky protiptiklad na nékterou instanci.
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—Jzp = Voo, Vo (p & ) =Vrp & Vrip,

Jz—p — =V, Va(x V@) = x V Vo,

Jz(x V) =xV Iz, Va(xy — ) = x = Vo,

Fz(=p — Yo, (v)), Va(p — x) = 3Jzp = X,

——3z(p = Yop,(v)), V(o V —) & Ve-—p — ~—Vzp,
——Vzp — Ve, V(o V —p) = (-—Jxp — Jze).

Zduvodnété, ze kdyz (W, <) je usporddand mnozina, v niz je z kazdého vr-
cholu dosazitelny néjaky list (vrchol, z néhoz je dosazitelny pouze on sdm),
pak v kazdé kripkovské struktute tvaru (W, <, J) plati schéma DNS. Speci-
alné, schéma DNS plat{ ve vSech strukturdach (W, <, 7), kde W je konecna.

Najdéte kripkovsky protipiiklad na sentenci Jx(JyP(y) — P(z)). Zdavod-
néte, ze existuje dokonce protipiiklad (W, <, 7), ktery mé konstantn{ uni-
verzum a jehoz rdmec rdmec (W, <) je linedrné uspofadanou mnozinou.

Névod. Nejprve si vSimnéte, ze je-1i (W, <) dokonce dobie usporddanou mno-
zinou, sentence Jz(JyP(y) — P(x)) plati v kazdé struktuie (W, <, ).

Necht ¢* je formule ziskana z ¢ vlozenim dvojné negace za kazdy univerzalni
kvantifikdtor. Pro libovolnou mnozinu formuli A necht A* je {¢o*; p € A} a
necht —A je { ~¢; p € A}. Dokazte, ze je-li sekvent (I' = A) dokazatelny
v GK, pak (I'*,-A* =) je dokazatelny v GJ. Z toho (a z Gplnosti kalkulu
GK a GJ) plyne existence prekladu klasické predikdtové logiky do intuicio-
nistické, neboli predikatova varianta Glivenkovy véty: formule ¢ je klasicky
logicky platna, pravé kdyz ——¢™* je intuicionisticky logicky platna.



